CAPITULO 1

FORMULACION DE PROBLEMAS LINEALES

Programacion Lineal (PL) es un modelo de optimizacién de un problema de la vida real, en el
cual una funcién objetivo es optimizada sujeta a un conjunto de restricciones. En este Capftulo
se discuten las técnicas empleadas para ”transformar” un problema de la vida real en una
formulacion de programacion lineal.

Problema de R Problema de
la vida real Formulacion adecuada Prog. Lineal

Figura 1.1: Formulacion del problema de programacién lineal

1.1 Modelamiento matematico

Generalmente, los problemas de la vida real pueden ser descritos a través de un modelo
matematico usando los siguientes pasos:

Paso 1: Escoja adecuadamente las variables de decisiéon del problema:
Xy Tij, Tijk, etc.
A cada variable de decision estd asociada una actividad.
Paso 2: Escriba la funcién objetivo y todas las restricciones del problema.

La aplicacion de estos pasos se mostrara a través de varios ejemplos.



Ejemplo 1: El problema de los fertilizantes

Una empresa fabrica 2 tipos de fertilizantes, llamados fertilizantes A y B, 3 tipos de materia
prima son empleados en la preparacion de estos fertilizantes como se muestra a continuacién:

Tabla 1.1: Modelamiento de un problema de la vida real

Toneladas de materia prima Cantidad maxima de
necesarias para preparar 1 Ton. de materia prima disponible

Materia Prima Fertilizantes tipo A | Fertlizantes tipo B por mes (Ton.)

1 2 1 1500

2 1 1 1200

3 1 0 500
Lucro liquido

por Ton. Fabricada $15 $ 10
Cual debe ser la producion para maximizar el lucro ?

Paso 1: Sean las variables de decision:
x1 = Las tonelas de fertilizante tipo A preparadas
ro = Las tonelas de fertilizante tipo B preparadas

Paso 2: Formular el modelo matematico:

(max z(x) = 1521 + 10z,
S.a.

2x1 + 29 < 1500

T + T2 S 1200

T < 500

| z1 > 0;22 >0

PL =

Paso 3. Resolver el modelo matematico formulado:

Observaciones: En la formulacién de un PL son hechas, de manera implicita, las siguientes
suposiciones (simplificaciones).

1. Aditividad: 2 toneladas de materia prima tipo 1 produce 1 tonelada de A y 1 tonelada
del mismo produce 1 tonelada de B — 2z, + x, toneladas de materia prima tipo 1 son
necesarias para producir x; toneladas de fertilizantes tipo A y x5 tonelas de fertilizantes
tipo B. La suposicién de aditividad implica también una funciéon objetivo separable en
las variables ;.

La aditividad implica que el consumo total es igual a la suma de los consumos parciales.



X2

X1 = 300
Solucion optima X2 = 900

z(x) = 13500

x1 < 500 X1
-

x1+ x2 £ 1200
2X1+ X2 \< 1500 N

Figura 1.2: Representacion gréafica del problema de los fertilizantes

2. Proporcionalidad: Si son necesarias 2 toneladas de materia prima tipo 1 para preparar 1
tonelada de fertilizante tipo A entonces, la proporcionalidad implica que son necesarias
2z toneladas de materia prima tipo 1 para preparar x; toneladas de fertilizante tipo A.

Si $15 es el lucro para una tonelada del fertilizante tipo A producido, entonces x; toneladas
producidas conducen a un lucro de 15x;.

3. Restricciones de no negatividad: Las variables z;, x2, etc. son no negativas ya que ellas
representan actividades de la vida real, entonces en el PL padronizado se tendra que:
1 > 0,29 >0, etc.

4. Variacion continua de las variables: Fue asumido que las varibles z; pueden asumir todos
los valores reales en su intervalo de variacion.

En la vida real muchas variables de decision estan restringidas a asumir valores enteros o
discretos. Si las restricciones de continuidad de las variables es considerada, esto es, si las
variables son restringidas para asumir solamente valores enteros, entonces esto conduce a
otra disciplina denominada programacién lineal entera (PLE).



Ejemplo 2: Preparacion de combustible

Una refineria compra 4 tipos de petréleo, las mezcla y produce 3 tipos de combustibles. Los
datos son los siguientes:

Tabla 1.2: Datos 1 para el ejemplo de la preparacién de combustible

Tipo de petréleo | Octanaje | Barriles disponibles por dia | Costo por barril (US §)
1 68 4000 31.02
2 86 5050 33.15
3 91 7100 36.35
4 99 4300 38.75

Tabla 1.3: Datos 2 para el ejemplo de la preparacién de combustible

Tipo de combustible | Minimo Octanaje | Precio de venta ($/barril) Venta esperada
1 95 45.15 Maéximo 10000 b/dia
2 90 42.95 Cualquier cantidad
3 85 40.99 Minimo 15000 b/dia

La empresa puede vender el petréleo original no utilizado a US$38.95 por barril si su octanaje
es mayor de 90 o a US$36.85 por barril si su octanaje es menor de 90. Como la empresa puede
maximizar el lucro diario ?

Sean las variables:

x;; = Barriles de petréleo tipo i empleados en la preparacion del combustible tipo j por dia.
i=1,2,3,4 ; j=1,2,3.

y; = Barriles de petroleo tipo i vendidos sin modificacién.

Observacién: Restriccién de octanaje.

Para el combustible tipo 1 por el principio de proporcionalidad y aditividad se tiene:

(68.’1711 + 86.’1721 + 91.’1?31 + 99.’1741)/(.’1711 + T21 + T31 + ZL‘41) Z 95

Entonces : (68!1)11 + 86!11‘21 + 91:1)31 + 99.’1741) - 95(.’1711 “+ X9 + T31 + .'1741) Z 0

Usando esa idea para los otros tipos de combustible se puede formular el modelo matematico.



Planteamiento del modelo matematico del problema del combustible:

max z(r) =

S.Q.

4515(£U11 + To1 + 131 + £U41) + 4295(3?12 + Tog + T32 + $42)+
40.99(z13 + 223 + 233 + 243) + (por venta de combustible)

+1(36.85 — 31.02) + 15(36.85 — 33.15) + 15(38.95 — 36.35)+
y4(38.95 — 38.75) + (por venta de residuos)

—31.02(112‘11 + X9 + ZL‘13) — 3315(.’1721 “+ Z99 + .’1723) - 3635([1)31 + T32 + .’1733)—
38.75((x41 + 242 + 243) (por cémpra de petréleo)

683?11 + 863?21 + 913?31 + 993?41 — 95(£U11 + X921 + 31 + £U41) Z 0
683?12 + 863?22 + 913?32 + 993?42 — 90(£U12 + Zog + T32 + £U42) Z 0
68[1)13 + 86[1)23 + 91[1)33 + 99[1)43 - 85(.’1713 + Tog + X33 + .’1743) Z 0
(exigencia de octanaje)

1 + T2 + 213 + Y1 = 4000
To1 + Tog + Toz + Yo = 5050
x31 + T3z + w33 + y3 = 7100
Ty + Ty + T43 + Yg = 4300
(Cantidad de petréleo a ser utilizada)

Ti1 + X9 + w31 + w41 < 10000
T13 + Xez + x33 + w43 > 15000

(Limites de produccién)

xij) Yi Z 07 VZ,]

Reorganizando el sistema de ecuaciones planteado anteriormente se obtiene:

max z(r) =

s.a.

14.13£U11 + 1193£U12 + 9.97£U13 + 1200£U21 + 9.80£L'22 + 7.80£L'23 + 8.80.%‘31 + 6.60.%‘32+
4.64[1)33 + 6.40.’1741 + 4.20.’1742 + 2.24.’1?43 + 583y1 + 370y2 + 260y3 + 020y4

273711 + 93721 + 43731 — 43741 S 0
223712 + 43722 — T32 — 9£U42 S 0
173713 — T3 — 63733 — 143743 S 0
L1 + T2+ 213+ Y1 = 4000
To1 + Tog + o3 + Yo = 5050
T31 + Tz + T3z + Y3 = 7100
Ty1 + Taz + Tyg + Yo = 4300
X1 + X1 + T31 + Ta S 10000
T13 + Loz + L33 + Ta3 Z 15000
Tij, yi = 0,Vi, j



Solucién obtenida (usando software de PL): z(x) = 140,074.88

Variables del problema:

r11 = 0,210 = 0,213 = 3457.41, y; = 542.6

To1 = 1509.97, 99 = 0, x93 = 3540.03, 95 = 0

T3l = O,ZL‘32 == 0,!11‘33 = 7100, Ys = 0

Ty1 — 339744, Ty2 — 0, T43 = 90256, Yy = 0
Cantidad de combustible producidos: v;

V1 = X11 + To1 + T31 + 141 = 4907.41

Vg = X12 + Tog + T3z + Tyo = 0

U3 = 13 + To3 + L33 + T43 = 15000.00
Petréleo comprado: p;

p1 = T + T12 + 213 + y1 = 4000

P2 = To1 + Too + To3 + Yo = 5050

P3 = T31 + T30 + w33 + y3 = 7100

Pa = Ta1 + Ty + T3 + ya = 4300
Petréleo vendido sin modificacién:

Y1 =542.6;y2 = 0;y3 =0;y4 =0

Lucro: z(z) = 140,074.88

Ejemplo 3: El problema de la dieta

En este problema se tienen 2 tipos de granos y se desea obtener una dieta adecuada a
un costo minimo. Asi la dieta entrega la cantidad de cada producto que debe ser consumida
diariamente. Cada nutriente debe ser > al requerimiento minimo diario (RMD) en la dieta
diaria. A continuacién se muestran los datos para 3 tipos de nutrientes: Almidoén, proteina y
vitamina.

Tabla 1.4: Datos para el ejemplo de la dieta

Unidades de nutriente/Kg de tipo de grano | RMD de unidades
Nutriente Tipo 1 Tipo 2 de nutriente
Almidon 5 7 8
Proteina 4 2 15
Vitamina 2 1 3
Costo ($/Kg) 0.60 0.35

Cémo debe prepararse la dieta mas adecuada?
Sean las variables de decisién:
xr1 = cantidad de producto de tipo 1 utilizado

ro = cantidad de producto de tipo 2 utilizado



Planteamiento del modelo :

min z(z) = 0.60z; + 0.35x

s.a.
Sy + Txg > 8 Almidén
4xq + 225 > 15 Proteina
201 + a9 > 3 Vitamina

x1,T2 > 0

Observacion : El problema de la dieta no tiene mucho uso practico en la alimentacién de
personas, sin embargo modelos mas sofisticados son empleados en la determinacién de la dieta
mas adecuada de animales.

x1=15/4
x2 =0
Z(x) =9/ 4

//-‘:m o tima
\/ \/ '\/ X1

2<1+x223 5x1+7x228 4x1+2x2215

Figura 1.3: Representacion grafica del problema de la dieta

Ejemplo 4: El problema de transportes

En el problema de transportes se tienen un conjunto de nodos de origen (fibricas) donde
existen productos que deben ser transportados a los nodos de destino (almacenes). Son especi-
ficadas la cantidad de producto disponible en cada centro de origen y la cantidad de productos
requeridos por cada centro de destino, asi como los costos de transporte de cada unidad del
producto. El problema es determinar la cantidad de producto a ser transportado de cada centro
de origen a cada centro de demanda con minimo costo total.
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Transporte del producto w;;

Figura 1.4: El problema de transportes

Costo de Transporte

Cij

destino

En el siguiente ejemplo los centros de origen son las minas 1 y 2, el producto es mineral
ferroso y el destino 3 siderurgicas de acero que requieren del mineral ferroso. Los datos son los

siguientes:
Tabla 1.5: Datos para el ejemplo del transporte
Costo unitario de transporte del Cantidad de mineral
mineral de la mina a la siderurgica disponible en la mina
Centavos/tonelada (toneladas)

Mina Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
Mina 1 9 16 28 103
Mina 2 14 29 19 197
Toneladas de mineral
necesarias en cada 71 133 96
siderurgica

Variable de decisiéon: x;; — cantidad de producto transportado del origen i al destino j.

Entonces se plantea el siguiente modelo matematico:

Planteamiento del modelo :

mn Z(ZL‘) = 9.’1711 + 16.’1712 + 28.’1713 + 14.’1?21 + 29.’1722 + 19.’1?23

S.a.
T + T12 + 213 < 103
To1 + Tog + To3 S 197
T11 + Loy Z 71

Debe :
Salir de la mina 1
Salir de la mina 2

T12 + Tog Z 133
T13 + To3 Z 96

1=1,2;

Llegar a la siderurg. 1
Llegar a la siderurg. 2
Llegar a la siderurg. 3

J=12,3



1
1
2
2
Co3 = 19 3
Origen Destino
(Mina) (Sidertrgica)

Figura 1.5: Figura del problema de transportes

Observacion:

El problema de transporte tiene una estructura muy especial. Asi el sistema anterior (PL)
puede ser representado usando el siguiente arreglo matricial.

Tabla 1.6: Estructura del problema de transporte

Sidertrgica (destino)
1 2 3

Mina 1 T11 T12 T13 <103

9 16 28
Mina 2 To1 T99 T93 <197

14 29 19

>T71 > 133 > 96
ri; >0 VYV i, Minimizar costo

Cada z;; representa la cantidad transportada de i a j y en el mismo cuadro aparece el costo
de transporte de una unidad de producto. Las restricciones de origen aparecen en la horizontal
y las de destino en la vertical. La funcién objetivo es la suma de los productos de cada cuadro.

Cualquier PL que pueda ser representado en un arreglo de este tipo es llamado de problema
de transportes.



Solucién del problema anterior (usando un software):
T2 = 103 To1 = 71 Tog = 30 T3 — 96 — Z(ZL’) = 5336

Propiedad importante de un problema de transportes : Si todos los pardmetros que
definen los recursos disponibles y los recursos necesarios de un problema de transportes son
enteros positivos y el problema tiene por lo menos una solucién factible, entonces ese problema
de transportes tiene una solucién éptima en que todos los x;; son enteros. Entretanto, si
el problema tiene soluciones 6ptimas alternativas la propiedad solamente garantiza que por
lo menos una de esas soluciones es entera, asi puede existir una solucién éptima alternativa
fraccionaria.

Ejemplo 5: El problema de designacién (atribuir). (El acompanamiento 6ptimo).

Considere un club de sociologos constituidos por 5 hombres y 5 mujeres donde cada uno de
ellos conoce los otros muy bien. Se puede cuantificar la felicidad obtenida cuando el hombre i
estd junto con la mujer j durante el tiempo z;;. Ese “grado de felicidad” es igual a ¢;;x;; donde
los ¢;; son los siguientes:

Tabla 1.7: Datos de los ¢;; para el problema del acompanamiento 6ptimo

]

78 -16 19 25 83
99 98 87 16 92
86 19 39 88 17
-20 99 88 79 65
67 98 90 48 60

U= W N | =

Asi los valores anteriores representan las tasas de felicidad para las diferentes parejas.

Determinar cuanto tiempo debe pasar cada hombre del club con cada mujer en la tentativa
de maximizar “el grado de felicidad” de todos los socios del club. Para simplificar el modelo se
supone que en el restante de tiempo disponible de los miembros del club la felicidad de todos
ellos es igual.

Variable: z;; — El hombre i y la mujer j pasan juntos una unidad de tiempo. x;; representa la
fraccion de su tiempo libre que el hombre i y la mujer j pasan juntos,
i=1,234,5 j=1.234,>5.

Las restricciones del problema son las varias experiencias de cada miembro en la utilizacién
de su tiempo libre. Asi por ejemplo, el hombre 1 ocupa varias fracciones de tiempo con cada
una de las mujeres y la suma de esas fracciones debera ser igual a 1, esto es,

T+ T12 + T3+ T1g + 215 = 1

Como cada socio del club conduce a una restriccién, el problema de designacion tiene 10
restricciones y la estructura mostrada en la tabla 1.8.



Tabla 1.8: Estructura de los datos del problema del acompanamiento éptimo

mujer 1 2 3 4 )
hombre

1 T11 X112 X113 T4 T15
78 -16 19 25 83

2 T21 X22 X23 X4 X25
99 98 87 16 92

3 T31 32 33 T34 T35
86 19 39 88 17

4 T4 T42 T43 L44 L45
-20 99 88 79 65

5 T51 T52 T53 T54 T55
67 98 90 48 60

x>0 1=1,2,3,4,5 7=1,2,3,4,5 Maximizar objetivo

Entonces el problema de designacion es un caso especial del problema de transportes donde
el nimero de centros de origen es igual al nimero de centros de consumo y la disponibilidad
de recursos es igual a 1. También todas las restricciones son de igualdad.

Es evidente que el valor de los x;; estan en el intervalo: 0 < z;; <1y de la propiedad del
problema de transporte se puede concluir que en la solucién 6ptima todos los x;; son iguales a
06 a1, o sea, todos los ;; asumen valores enteros. Una solucién éptima es:

x = () =

S OO = O
S = O O O
— o o O O
o O = OO
S O O O

“Grado de felicidad”: z(z) = 459.

Observacién: El hombre 5 y la mujer 5 fueron “sacrificados”. Ese problema de un club no
puede ser generalizado a una sociedad ya que en ese caso no son validas las suposiciones de
proporcionalidad y aditividad, y la funcién objetivo no es adecuada.

Proporcionalidad — cuando aumenta el tiempo entonces el grado de felicidad disminuye.
Aditividad — grandes felicidades no pueden eliminar algunas infelicidades.

Funcion objetivo — cada persona decide en funcién de su propia felicidad y no pensando
en la felicidad integral de la sociedad.



1.2 Solucién de Problemas de Programacién Lineal de 2
Variables: Método Gréafico

Cuando existen solamente 2 variables x; y xo entonces es posible resolver graficamente el PL.
Sea el problema:

min z(x) = —x; — 3z

S.a.
gl(ZL‘) =T+ X9 S 6
gg(ZL‘) = —x1 + 2[1)2 S 8
Ty, T2 Z 0

Se procede a representar las restricciones para determinar la region factible.

En las restricciones de desigualdad, la regién factible se puede determinar facilmente usando
el concepto de gradiente o identificando un punto factible tipico, generalmente el origen.

Sea g1(x) una restriccién: ¢;(x) = z1 + x5 — 6 < 0 entonces:

1]

Entonces, el vector (1, 1) indica la direcciéon de maximo crecimiento de g; (). Como ¢g; < 0
entonces la region factible de esta restricciéon es en sentido contrario al gradiente como se
muestra en la figura 1.6.

9g1()

le(x) = [ 833;96)

Oxo

Igualmente se puede proceder con el objetivo. Se puede respresentar una funciéon objetivo
tipica, generalmente aquella que pasa por el origen, y transportarla paralelamente en la di-
reccién de disminucién para el problema de minimizacién (o de aumento para el problema de
maximizacién) de la funcién objetivo hasta encontrar el tltimo punto factible.

El concepto de gradiente también puede ser usado para determinar la direccion de la maxima
disminucioén.

Sea z(x) = —x1 — 3x9 = cx, donde ¢ = (—1, —3) son los coeficientes de la funcién objetivo.
Entonces:
0z(x) 1
Vi) = | g | =| T3 |-
oxa

Entonces el vector ¢ = (—1, —3) indica el sentido en que z(z) se incrementa més rapidamente.
Como nuestro problema es de minimizacién entonces el sentido de minimizacién mas pronun-
ciado es dado por el vector —c = (1, 3).



Ejemplo 6: Sea el PL:

min z(x) = —x; — 3T

S.a.
T+ To S 6
—21 + 229 < 8
T1, T9 >0

La solucién optima de este problema, encontrado graficamente, es presentado en la figura
1.6.

5E1:é JJQZE = z(:p):—@
3 3 3
AN
5 Optimo
4 -X 1 - 3x 2=Kop
3

@

o Eactn

| 2 3 4 5 6\ X1
X1-32=0

Figura 1.6: Método grafico en la solucién de un
problema de programacién lineal



Interpretacion grafica del 6ptimo:

X 2
4 X1-32=Kk
Cualquier direccion dentro .
3 de este cono esfactibley Region donde z(x)
produce una disminucion puede disminuir
de z(x)
2
1
P
X1
C

© Xx1-3x2=0 Region donde exiten
direcciones factibles

Figura 1.7: Direcciones de optimizacion

Una condicién necesaria y suficiente para que un punto extremo z* sea 6ptimo es que, en
ese punto, x*, el vector —c¢ forme parte del cono formado por las normales de las restricciones
activas en ese punto.

La interpretacion geométrica permite concluir que existe una direccion de optimizacién
factible ¢ si:
e La direccion ¢ forma un dngulo menor o igual a 90° con —c, esto significa que existe una
direccién de mejoria. (problema de minimizacién).
e La direccion ¢ forma un angulo mayor o igual a 90° con cada vector normal p, esto significa
que existe una direccion factible.

El proceso de solucién puede conducir a las siguientes conclusiones:

1. Solucién factible: existe un vector 2* = (x1,z2) que produce una funcién objetivo éptima
z(z*). En este caso todavia puede suceder lo siguiente:



e Optimo finito unico: existe solamente un z*.
e Optimos finitos limitados: existen muchos x* en un intervalo de variacién de
ot <t < 22

e Optimos finitos ilimitados: existen muchos z* en un intervalo ilimitado: z' < z*.

2. Solucién infactible: no existe ningtin punto factible. Las restricciones son conflictantes.

3. Solucién ilimitada: z(z) — —oc.

La funcién objetivo puede disminuir (o crecer) indefinidamente.

1.3 Ejercicios resueltos:

1. Una corporacién tiene $ 30 millones disponibles para invertir en 3 subsidiarias. Para man-
tener cubierta su némina de empleados debe invertir como minimo $ 3M, $5 M y $ 8M en
cada subsidiaria respectivamente. La subsidiaria II no puede tener una inversion superior
a $ 17M. Cada subsidiaria puede ejecutar varios proyectos, cada uno caracterizado por
un tope maximo y una tasa de retorno, dados en la siguiente tabla:

Subsidiaria Proyecto Tope Maximo Tasa de Retorno

1 $ 6M 8%
I 2 $ 5M 6%
3 $ M ™%
1 $ ™™ 5%
17 2 $ 10M 8%
3 $ 4M 9%
1 $ 6M 10%
117 $ 5M 6%

Formule matematicamente el problema.

Solucién:
Definimos x;; : inversion en la subsidiariai  proyecto j;
xr1p : inversion en la subsidiaria 1 y proyecto 1
212 . inversién en la subsidiaria 1 y proyecto 2
x13 : inversién en la subsidiaria 1 y proyecto 3
o1 : inversion en la subsidiaria 2 y proyecto 1
oo : inversion en la subsidiaria 2y proyecto 2
Tog : inversion en la subsidiaria 2 y proyecto 3
x31 : inversién en la subsidiaria 3 y proyecto 1

x32 : inversidn en la subsidiaria 3 y proyecto 2



Funcién objetivo : Max Z(z) = 0.08z1; 4+ 0.06215 4+ 0.07x13+
0.05.’1721 + 0.08.’1722 + 0.09.’1723"‘
0.1.1‘31 + 0.06.1‘32
s.a.
T11 + T2 + T13 + To1 + T2 + Tz + T31 + T2 S 30M
T+ Tig + 213 > 3M
T + Tog + T3 > M
To1 + Tog + Tos S 17TM
T31 + Tz > 8M
T < 6M
T2 < OM
r13 < 9M
xor < TM
Too < 10M
To3 < 4AM
w3 < 6M
x30 < 3M
T11,T12, T13, Ta1, T22, T23, T31, T32, > 0

2. Una persona esta obligada a hacer una dieta alimenticia que tenga diariamente las siguien-
tes cantidades de vitamina A,B,C y D.

Vitamina Cantidad Minima
80 mg
70 mg
100 mg
60 mg

Qe

La dieta debe incluir leche, arroz y carne que contienen los siguientes miligramos de
vitaminas por kilogramo de alimento:

Vitamina Leche (Kg) Arroz (Kg) Frijol (Kg) Carne (Kg)

A 10 5 9 10
B 8 7 6 6
C 15 3 4 7
D 20 2 3 8

Los costos unitarios ($/Kg) de estos alimentos son:
Leche - 1200, Arroz - 1000, Frijol - 1500, Carne - 8000.

Formular el PL correspondiente.



Solucion:

Definimos las variables :

xTy -
T .
I3 .
Ty

41

Kilogramos de alimento i, i = 1,2,3,4
donde: 1-Leche,2-Arroz,3-Frijol,4-Carne

Kilogramos de Leche
Kilogramos de Arroz
Kilogramos de Frijol
Kilogramos de Carne

Dieta = T1+ 22+ T3+ 24

Funcién Objetivo : Min Z(z) = 1200x; 4+ 100025 + 150023 + 8000z 4

S.Q.

10£L'1 + 5£U2 + 93?3 + 10£L'4 Z 80
8[1)1 + 7[1)2 + 6[1)3 + 6.’174 Z 70
15.’171 + 3.’172 + 4[1)3 + 7[1)4 Z 100
20£L'1 + 2£U2 + 3.%‘3 + 8.%‘4 Z 60
T1,T9,x3,Tq >0

3. Un analista de sistemas planea producir tres tipos de productos usando 4 maquinas.
Cualquier producto puede ser producido en cualquier maquina. Los costos unitarios de
produccién de cada unidad de producto en cada maquina se muestran en la tabla 1.9 y
las horas requeridas para producir una unidad de producto en cada maquina en la tabla

1.10.

Tabla 1.9: costo

Producto Maquina
1 2 3 4
1 4 4 5 7
2 6 7 5 6
3 12 10 8 11

Tabla 1.10: tiempo

Producto Maquina
1 2 3 4
1 0.3 0.25 0.2 0.2
2 0.2 0.3 0.2 0.25
3 0.8 06 0.6 0.5

Formule el problema como un PL de tal forma que minimize los costos de produccién, si
se requieren como minimo 4000, 5000 y 3000 unidades de los productos y la disponibilidad
de Horas-Maquina es de 1500, 1200, 1500 y 2000 respectivamente.



Solucion:

Definimos x;; las unidades de producto i producido en la maquina j
T11 : unidades de producto 1 producido en la maquina 1
T1o - unidades de producto 1 producido en la maquina 2
T13 - unidades de producto 1 producido en la maquina 3
Tig : unidades de producto 1 producido en la maquina 4
Toy : unidades de producto 2 producido en la maquina 1
Tog : unidades de producto 2 producido en la maquina 2
Tog : unidades de producto 2 producido en la maquina 3
Tog : unidades de producto 2 producido en la maquina 4
T3 - unidades de producto 3 producido en la maquina 1
T3o : unidades de producto 3 producido en la maquina 2
T33 : unidades de producto 3 producido en la maquina 3
T3q " unidades de producto 3 producido en la maquina 4

Funcién Objetivo : min Z(z) = 4wy + 4wy + Sz + To1a+
6.’1721 + 7[1)22 + 5.’1723 + 6.’1724+
123?31 + 103?32 + 8£U33 + 11£U34

S.a.

T11 + T2 +T13 + T1a Z 4000
X1 + Tog + T3 + T2y Z 5000
T31 + 32 + T33 + T3a Z 3000
0.3£U11 + 0.23?21 + 0.8£U31 S 1500
0.253?12 + 0.3ZL’22 + 0.63?32 S 1200
0.2:1,'13 + 0.23?23 + 0.6£U33 S 1500
0.2.’1?14 + 0.25.’1724 + 0.5[1)34 S 2000

T11, 12, T13, T14, T21, T22, T23, T24, T31, T32, T33, T34, > 0

4. Una empresa desea producir un compuesto preparado con la mezcla de dos productos
quimicos 1 y 2, mezclados en proporcién 5:2 por peso. Los productos quimicos son fa-
bricados de tres formas diferentes usando 2 materias primas y un combustible. Los datos
de produccién se muestran en la tabla 1.11 Cuanto tiempo debe operar cada proceso para
maximizar la cantidad total de compuesto producido ?

Requerimiento por unidad de tiempo Produccién por unid. de tiempo
Mat. Prima 1 Mat. prima 2 Combust. Quimico 1 Quimico 2
Proceso (Unid.) (Unid.) (Unid.) (Unid.) (Unid.)

1 9 5 50 9 6

2 6 8 75 7 10

3 4 11 100 10 6
Cantidad
Disponible 200 400 1850

Tabla 1.11



Solucion:

Definimos: t; Unidades de tiempo que opera el proceso i
Coni=1,2,3

Max Z(t) 9t1 + 7t2 + 10t3 + 6t1 + 10t2 + 6t3
= 15ty + 17ty + 165

9t1 4 6t + 4t3 < 200

5t1 + 8ty + 11t3 < 400

50t; + 7bty + 100t5 < 1850

(9t + Tty + 10t3)/ (6t + 10ty + 6t3) = 5/2
t1,t2,13 > 0

NOTA:

Cabe anotar que la solucién va a ser infactible porque en los tres procesos el cociente de
quimico 1 a quimico 2 producido, siempre es menor a 2.5. La solucién podria ser factible
si se elimina la restriccién de proporcionalidad (restriccién igualada a 5/2) y se maximiza
unicamente la cantidad de quimico 1 producida.

5. Resolver graficamente los siguientes PLs:

a) maz. 30z, + 20z, b) min. 2z, — x9
S.a S.a
.Z‘1+.'L‘221 .Z'1+.'L‘2210
Tl — T2 Z —1 —10.'171 + X9 S 10
3£U1 + 2£U2 S 6 —4331 —+ X9 S 20
$1—2$2§1 $1+4$2220
120, 29 2>0 120, 29 2>0

&) min. @ + 3 d) min 10x; + 3z,

s.a S.a
) <
22, + 1y < 10 71+ 72 <20
$1§6
—ZL'1—|—ZL'2§20
ZL‘122
.’171—2.’172210
+ 1y < 30 T 21
1Tl = zy < 12

> >
7120, 2220 2120, 29 20



e) max 2] — 2x9

s.a.

—2.’L'1+.’L'2§2
.Z'l—l'ggl
120, 2220

Solucion:

a)

X2

Infinitas
~-— goluciones
factibles

Figura 1.8: Solucién grafica del ejercicio (a)

El PL tiene infinitas soluciones factibles correspondientes a la seccion de la linea recta:
3X: + 2X, = 6 acotada por las rectas X; — Xy = —1 y X; — 2X, = 1. Por lo tanto, la
funcién objetivo es igual a 60 y son soluciones 6ptimas todos los puntos en el segmento
de recta acotados por los puntos extremos (4/5,9/5) y (7/4,3/8).



X2
Funcion /
objetivo
20 \
Conjunto
convexo
limitado
10
/
- 5 10 15 20 X1
C

Figura 1.9: Solucién gréfica del ejercicio (b)

En el caso (b), el conjunto convexo es ilimitado y no se puede determinar una solucién
Optima, ya que la funcion objetivo puede decrecer indefinidamente a medida que X5 se
aumenta. Por lo tanto, el problema es ilimitado.

c)

X2
40
30
Region de
solucion
0 vacia

- 20 30 40 X1
Funcion” -
objetivo '/

Figura 1.10: Solucién grafica del ejercicio (c)

En el caso (c), la regién factible es vacia. por lo tanto, no existe solucién factible y el
problema es llamado infactible.



20

15

: |
c TT

™~ Solucion optima

-5 ‘\\ 5 10 15 2\/>\ X1
\

Figura 1.11: Solucién grafica del ejercicio (d)

En el caso (d), si existe una tinica solucién éptima en x; = 2y xo = 1y la funcién objetivo
es 23.

)

X2l I~
20
15
10 >
05
-05 \ 05 10 15 20 X1
c

Figura 1.12: Solucién grafica del ejercicio (e)

En el caso (e), existen infinitos puntos 6ptimos sobre la linea x; — 25 = 1, limitada por el
punto extremo x; = 1 y xy = 0, e ilimitada hacia la parte superior. La funcién objetivo
es 2. Asi, son puntos 6ptimos del problema todos los puntos de la semirecta r; — x9 = 1
a partit del punto (1,0).



CAPITULO 2

ALGEBRA LINEAL, ANALISIS CONVEXO Y
CONJUNTOS POLIEDRALES

2.1 Revisién de Tépicos de Algebra Lineal

2.1.1 Vectores

Un vector es un arreglo de n nimeros en fila o columna.
Ejemplos:

a=|13 6] b:lgl

Vectores Especiales

Vector i-ésimo unitario: es un vector con todos sus elementos iguales a cero excepto en la
posicion ¢ donde vale 1:

"0 1

Combinacién Lineal de Vectores en E"

Un vector b es una combinacién lineal de los vectores aq, as,...,a; en E™ si:
k
b=2_ N (2.1)
j=1

donde los A; son numeros reales. Si, adicionalmente, la siguiente relacién es verdadera:

23



k
Yo =1
j=1

entonces el vector b es una combinacién afin de los vectores ay, as, . . ., ax.

(2.2)

E"™ es el llamado espacio euclidiano n-dimensional constituido por todos los vectores de

dimension n.

Independencia Lineal de Vectores

Un conjunto de vectores de dimension n, aq, as, . . ., ar son llamados linealmente independientes

(LI) si:
k
Y Na;=0 =X =0Vji=12... k.
7j=1

Ejemplo 1: Mostrar que los vectores:

son LI.
Si ay v as son LI entonces tenemos que:

A1a1+)\2a2:0
1 —1 o )\1—)\220 )\1:)\2 )\1:0
[2]A1+[1]A2—0 _>{2)\1+)\2:O %{3&:0 %{M:o

Asi, como fue demostrado que A\; = Ay = 0, entonces a; y as son LI.
Un conjunto de vectores son linealmente dependientes (LD) cuando no son LI.

Ejemplo 2: Mostrar que los vectores:

1 -1 0
a; = 2 Ay = 1 Yy a3 = 3
3 -1 2

son LD.
Intentamos probar que los vectores a;, as y az son LI, entonces tenemos que:

)\1(1,1 + )\QCLQ + )\3(1,3 =0

1 -1 0
2 M+ 1 [ A+ |3 A=0
3 -1 2

(2.3)



)\1—)\2:0 )\1:)\2 )\1:)\2 )\:)\
=4 20+ X +30=0 =< 3+30=0 =< lo+A3=0 { N
3)\1—)\2+2)\3:O 2)\2+2)\3:O )\2+)\3:O 27 3
Asi, una solucién general del sistema anterior es el siguiente:

)\1 =

)\2 =

)\3 = —

para cualquier « real. Asi, por ejemplo, para a = 1 tenemos que A\; = Ay =1y A3 = —1, que

son diferentes de cero, entonces concluimos que los vectores aq, as y az no son LI, o sea, son
LD.

Vectores que Generan el Espacio Euclidiano: Span E”

Un conjunto de vectores ay,as,...,a, en E™ generan el espacio E" si cualquier vector en E"
puede ser representado como una combinacién lineal de los vectores aq,as,...,a;. Asi, dado
un vector b € E™ entonces existen escalares \i, A9, ..., \; tal que:
k
b= Z )\jaj (24)
j=1

Ejemplo 3: Mostrar que los vectores:

(3] (3] 5 ool

generan (span) el espacio EZ.

De (2.4) tenemos:
b1 o 1 —1 2 blz)\l—)\2+2)\3
0 e S A R Rt i

Hacemos A3 = « y tenemos que:

1 1
)\1:b1+)\2—2)\3:b1+—[b2—a]—2a:b1+—b2—za
3 3 3
1 1
)\2:§[b2—)\3]:§[b2—a]

Asi la solucién general asume la siguiente forma:

)\1:b1+§b2—§a
)\gzé[bg—a]
)\3201

Para cualquier « real. Dos soluciones particulares son, por ejemplo, las siguientes:



1. Cuando o = 0:

)\1 - b1 + %bg
)\2 - %bg
)\3 - 0

2. Cuando o = by:
)\1 - b1 - 2b2
)\2 - 0
)\3 - b2

Ejemplo 4: En el ejemplo anterior mostrar que el vector:
2

Existen muchas formas de realizar la representacién solicitada, una para cada valor de «

escogido. Asi, por ejemplo, escogemos a = %bg = 1(7) = 1. Sustituyendo este valor en la

7
solucion general del ejemplo anterior tenemos que:

es generado por los vectores ay, as y as.

Asi, fue encontrada la siguiente representacion:

2 1 -1 2
BN RN
cuya representacion grafica esta mostrada en la figura 2.1.

Vectores que Forman una Base en E"

Un conjunto de vectores ay, as, . . ., ax forman una base de E™ si satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. ay,aq,...,a; generan E™.

2. Si cualquiera de los vectores es removido entonces el conjunto restante de vectores no
generan E".

Forma equivalente de definicidn:

El conjunto de vectores aq, as, ..., a; forman una base de E™ si k = n y si esos vectores son

LI.



Propiedad:

Dado un vector b € E™, entonces una base de E", ay,ao,...,a, representa un vector b de
manera tnica. La dimensién de la base es tnica, formado por n vectores en el espacio E™ mas
el conjunto de vectores que forman una base no es tnica.

Ejemplo 5: Mostrar que los vectores:

3]+ o[

que forman una base en E? representan de manera tnica el vector

2
o=[7]
De (2.4) tenemos que:

Ao=18
21 1]y -1, S fM—h=2 P
71 o |7t 3 |7 3\e =7 ;
)\225

Por lo tanto, existe una unica combinacion posible de representar el vector b combinando
los vectores a; y as. En la figura 2.2 es mostrada la representacion grafica.

Substituciéon de un Vector de una Base por Otro Vector

Suponer que los vectores {ay,ay,...,a;,...,a,} forman una base en E”. Cémo debemos pro-
ceder para substituir un vector de la base, por ejemplo a;, por otro vector a de manera que el
conjunto resultante continue siendo una base de E™ 7

Teorema:

Sean los vectores {a1,as,...,q;,...,a,} una base de E”. Una condicién necesaria y sufi-
ciente para que un vector a substituya el vector a; y que el conjunto resultante continue siendo
una base es que:

a = Z )\iai y )\j 7§ 0 (25)
=1

Prueba: Suficiencia

Suponer que A; # 0, entonces debemos demostrar que el nuevo conjunto de vectores
{a1,a9,...,a;_1,a,a41,...,a,} es LI y por lo tanto forma una base.
Suponer que existe un py p; (i # j) tal que:

> piai + pa=0 (2.6)
i#]
o sea, una combinacién lineal del nuevo conjunto que puede ser LD o LI.



o)

A2 b

as
a2

a1 )\1.&1 x

Figura 2.1: Los vectores ay, as y as span b

Substituyendo (2.5) en (2.6):

> g+ Yy Aia; =0
it i=1

> (ki + pAi)ai + pAja; =0 (2.7)
(]
En (2.7) tenemos una combinacién lineal de los vectores originales que son LI, entonces,

_>{ pi+pXi =0 Vi#]

b (2.8)

De (2.8), y recordando la suposicién inicial de que A\; # 0 = ¢ =0. Sip =0 — p =
0 Vi # j. Por lo tanto, como p =0y pu; =0 Vi # j, podemos concluir que a y los a; (i # j)
son LI y forman una base.

Prueba: Necesaria

Si Aj = 0, entonces de (2.5) tenemos:

i#] i#]



A2as b

> > >
> > >

a1 )\1.&1 Xy

Figura 2.2: b es inicamente representado por los vectores a; y as

que indica que el vector a y los vectores a; (i # j) son LD porque no todos los coeficientes son
iguales a cero (el coeficiente de a es 1, ver (2.9)).

2.2 Matrices

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros. Ejemplo:
1 —4
A=
Es frecuente representar una matriz a través de sus filas o columnas. Ejemplo:

A:[al ag]%alzlé] y 02:[;4] por columnas

A:[a1 aQ]—>a1:[1—4] y a2:[6 8] por filas



2.2.1 Solucién de un Sistema Lineal de Ecuaciones Usando Opera-
ciones Elementales de Matrices

En una matriz pueden ser realizadas operaciones elementales de filas o de columnas. Las
operaciones elementales de filas son las siguientes:

1. La fila ¢ y la fila j pueden ser intercambiadas.
2. La fila 7 puede se multiplicada por un escalar k # 0.

3. La fila 7 puede ser substituida por la fila : mas k veces la fila j.

Sea el sistema Ax = b de m ecuaciones y n variables donde A es una matriz m X n, b es un
vector de dimensién m y x es un vector de dimension n.

Propiedad: Az =b<= Az =1
En este caso (A',b) es encontrado a partir de (A, b) a través de un nimero finito de opera-
ciones elementales de fila.

Método de Gauss-Jordan
Permite reducir la matriz A para una identidad A" = I. En este caso la solucién del sistema
es encontrada directamente de z = b'.

Ejemplo 6: Resolver, usando el método de Gauss-Jordan, el siguiente sistema:

xr] + 2£U2 +x3 = 10 1 2 1 T 10
—x1 4+ 219 —13=206 = | -1 2 -1 To | = 6
332—|—x3:2 0 1 1 I3 2

Realizando operaciones elementales de fila tenemos:

—_
[N}
—_

10 1 21 : 10
(A i]=1] 1

[N}
|
—_
D
)
H~
)
—_
D

01 1 2 0 11 2
1 21 : 10 1 20 : 12 100 : 4
010: 4|=|010: 4(=]010: 4
001 : =2 001 : =2 001 : =2
Entonces la solucion del sistema es el siguiente:
Az=b=Ir=b=a=b

T 4

Ty | = 4 | =21 =4 x9=4 x3=-2

T3 —2

Método de Eliminaciéon de Gauss
. . . . ! . .
Permite reducir la matriz A para una matriz A que es triangular superior.



Ejemplo 7: Usar el método de Gauss para resolver el sistema del ejemplo anterior:

1 2 1 xy 10
-1 2 -1 To | =] 6
01 1 XT3 2

Realizando operaciones elementales de fila tenemos:

1 2 1 110 121 % 10 121 : 10
(At o]=]-12 1:6|=]040:16]=|010: 4
0 1 1 i 2 01 1 2 001 : -2

’ . ’ . . . . . .
Asi la matriz A es una matriz triangular superior y tenemos el siguiente sistema:

1 21 Ty 10
010 Ty | = 4
0 01 T3 -2

El sistema anterior puede resolverse facilmente por substitucién para atras de la siguiente
forma:

.’173:—2 ZL‘2:4

2.2.2 Inversa de una Matriz

Si A es una matriz cuadrada de dimensién n x n entonces su inversa A~! debe satisfacer la
siguiente relacion:

AA T =ATA=T

La inversa de una matriz puede ser encontrada por operaciones elementales de filas. Asi
tenemos:

[ A T ] = [ operaciones elementales de fila ] = [ I+ A1
Si no es posible encontrar una matriz identidad usando la relacién anterior entonces la
matriz A no tiene inversa.

Propiedad:

Una matriz cuadrada A de dimensién n x n tiene inversa <= sus filas (o equivalentemente
sus columnas) son LI



Ejemplo 8: Encontrar la inversa de la siguiente matriz:

1 2 1
A=1] -1 2 -1
0 1
Usando operaciones elementales de filas tenemos:
12 1 1 00 121 :100
[a:7]=|-12 1:010|=]040:110
01 1 0 01 0 1 : 001
1 21 1 00 1 20 gi—l 1 00 %—i—l
010 ii02>010 ii02>010 iio
001 : -3 —7 1 001 : —3 —3 1 001 : -3 —3 1

Por lo tanto, la inversa de la matriz es la siguiente:

3 _ 1 _
4 4 1
-1 1 1
AT = i 1 0
-4t

Observacién: Observe la siguiente transformacion:
a4 r]=A"ar]=]awu:aq]=[1r: a]

2.2.3 Rank de una Matriz

El rank de una matriz A de dimensiéon m x n es igual al méximo nimero de filas (o equivalen-
temente columnas) LI en la matriz A. Asi tenemos:

rank(A) < min(m,n)

Si rank(A) = min(m,n) entonces la matriz A es de rank completo.

Propiedad:

Puede ser demostrado que si el rank de una matriz A es k, rank(A) = k, entonces la matriz
A puede ser reducida de la siguiente forma:

operaciones
A = elementales — A =
de matrices




2.2.4 Analisis de un Sistema de Ecuaciones Lineales

Consideremos que deseamos resolver el sistema de ecuaciones lineales algebraicas:
Az =1b
donde A es una matriz m X n y b es un vector de dimension m.
Pueden suceder los siguientes casos:

1) Si rank[(A,b)] > rank[A] entonces b no puede ser representado como una combinacién
lineal de los vectores ay,as,...,a, de A. Esto significaria que no es posible representar el
vector b como una combinacién lineal de los vectores columna de A, caracterizando un sistema
inconsistente.

Ejemplo 9: Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

Ty + 229 + 3 — 224 = 10 1 2 1 -2 Ty 10
—.'171+2.'172—ZL'3—|—.'174:6 N -1 2 -1 1 T o 6

Ty + X3 =2 0 1 1 0 T3 2

—21 + 929 + 225 =29 -1 9 2 0 Ty 29

Para el sistema de ecuaciones mostrado anteriormente puede mostrarse que rank[(A,b)] =
4 > rank[A] = 3. Si rank[(A,b)] > rank[A], como sucede en este ejemplo, significa que no es
posible representar el vector b como una combinacion lineal de los vectores columna de A, o
sea, no existen valores de xy, 3, T3 y T4 que permitan que el siguiente sistema sea verdadero:

10 1 2 1 —2

6 -1 2 -1 1

9 = 0 T+ 1 To + 1 T3 + 0 Ty
29 -1 9 2 0

En otras palabras, los 4 vectores columna no son LI y no pueden generar cualquier vector
en E* y en particular el vector b indicado. En este caso decimos que el sistema de ecuaciones
lineales es inconsistente.

2) Si rank(A) = rank(A,b) = k.
En este caso el sistema (A, b) puede ser ordenado de la siguiente manera:




donde A; es de dimension k x n y by de dimensién k. A, es de dimensién (m — k) X ny by
de dimensién (m — k). En general, vamos suponer que:

rank(A;) = rank(Ay, b)) =k

Ejemplo 10: Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

T, + 229 + 23 — 224 = 10
—21+209— 23 +24 =06

To + T3 =2
—.'171+9.'L‘2+2.'L‘3 =28

=

-1

-1

2
2
1
9

1
-1
1
2

S O = N

10
6
2

28

Para el sistema de ecuaciones mostrado anteriormente puede mostrarse que rank|[(A,b)] =
rank[A] = 3 < min(m,n) y esto significa que los vectores columna de A no son LI.

Entonces podemos ordenar el sistema anterior de la siguiente manera:

[Alb]=

1 2 1 -2]10
-1 2 -1 1| 6
01 1 0} 2
-1 9 0128

En este caso, si el vector x resuelve el sistema A;x = b; entonces, automaticamente, re-
suelve también el sistema A,x = by, por lo tanto, estas ecuaciones A,x = by son llamadas de
ecuaciones redundantes o dependientes y pueden (y deben) ser eliminadas del proceso de

solucion.

Después de eliminar las ecuaciones redundantes tenemos el sistema reducido A;x = b; con
rank(A;) = k. Ahora es posible separar A; en dos partes de la siguiente forma:

(n—k)

k

e

Ay =

B

N

donde B es una matriz cuadrada de dimensién k X k y rank(B) = k. B es llamada matriz
bdsica porque sus columnas forman una base para E*.

En el ejemplo analizado podemos hacer la siguiente separacién para A;:

2 1]-2
Ay=|-1 2 -1| 1
01 1]0

:}B:

-2
1
0




donde B es la matriz béasica y N es conocida como matriz no basica.

También podemos hacer la siguiente separacion de las variables x:

T
o)
T
Tk+1
T2
T=| T |=Tp=| . y Iny= :
Tk+1 ) T
. Ty K
Tn

Asi podemos hacer la siguiente transformacion:

B

Al.’L‘:bl:> B : N][ ]:b1:>B$B+N$N:b1

TN

Como B es de rank completo entonces tiene inversa B~ y podemos modificar la relacién
anterior:

B 'Brg+ B 'Nzy =B b

xp =B b — B 'Nay (2.10)

Para el ejemplo que estamos analizando tenemos que:

3 1
il
-1 1 1
B = i 1 0
1 1
-7 g 1
y substituyendo en (2.10) tenemos:
T 3 -1 -1 10 S | -2
1 1 1 1
T3 - —1 1 2 - -1 1 0
; =4+ I\
o 4 i =4+ 1
T = 4 + i [iU4] = 27 4 1
. 5 4 T3 =—2— 7\
3 4 Ty = A

donde A es un nimero real.
El caso que esta siendo analizado permite dos posibilidades:



a) Cuando k = n: En este caso N es vacio y el sistema tiene una solucién tinica determinado
por:

Irp = Bilbl

b) Cuando k < n: En este caso podemos dar valores arbitrarios a los elementos de zy vy,
una vez escogidos esos valores, se puede encontrar una soluciéon para los elementos de xg
usando el siguiente sistema:

rp = B_lbl - B_INZL'N

En este caso el sistema acepta infinitas soluciones y este tipo de problemas es lo que
interesa en PL.

Importante: Si especificamos valores arbitrarios para los elementos de zy entonces encon-
tramos una solucién tnica para los elementos de xp porque B tiene inversa. Sin embargo, un
tipo de solucién particularmente especial es aquella encontrada dando valores iguales a cero
a todos los elementos de z .

IN =

0
En este caso la solucién del sistema resultante es
Irp = Bilbl
y es conocida como solucion basica del sistema A;x = b;.

Resumiendo: Al resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales puede suceder una de
las siguientes alternativas:

1. Sirank(A,b) > rank(A) = Az = b es inconsistente y no existe solucion.
2. Si rank(A,b) = rank(A) = k =n = Az = b tiene una tnica solucion.

3. Si rank(A,b) = rank(A) = k < n = Az = b tiene infinitas soluciones.

Importante: Todas estas caracteristicas pueden ser observadas implementando la eliminacién
de Gauss de la siguiente forma:

eliminacion de Gauss
Ar=b = con operaciones = Az=0
elementales de fila



que lleva a un sistema de la siguiente forma:
I, : Q b,
0o i o b,
Asi aparecen los siguientes casos:
1. Sirank(A) =k < my by, # 0 entonces el sistema es inconsistente.

2. Sirank(A) =kyk=n<my b, =0 entonces el sistema tiene una tinica solucién.

3. Si rank(A) = k, k < ny b, = 0 (cuando k < m) entonces el sistema tiene infinitas
soluciones.

2.3 Conjuntos Convexos y Funciones Convexas

2.3.1 Conjunto Convexo

Un conjunto X en E" es llamado de conjunto convexo si dados dos puntos x; y x» entonces el
punto genérico x = A\x; + (1 — A)zy € X para cada A € [0,1]. La figura 2.3 muestra un conjunto
convexo y otro conjunto no convexo.

(a) Conjunto convexo (b) Conjunto no convexo

Figura 2.3: Conjuntos convexo y no convexo

Interpretacion geométrica:

® L L
1 " T2
.’L‘:)\ZII1+(1—)\).’L‘2 )‘6[071]

Para cada A € [0, 1] es generado un punto en el segmento que une los puntos z; y . Asi,
todo punto en el segmento que une x; y z2 es llamado de una combinacién convexa de z; y xs.



Ejemplo 11: Ejemplos de conjuntos convexos:

e {z: Az =b} donde A es una matriz m x n y b es un vector de dimensién m.
e {x: Az =10; x>0} donde A es una matriz m x n y b es un vector de dimensién m.

e {x:Ax <b; x>0} donde A es una matriz m X n y b es un vector de dimensién m.

Prueba: Probamos que el primer ejemplo es un conjunto convexo.
X ={z: Az =0b}

Sean x; y w3 dos puntos que pertenecen al conjunto X. Entonces debemos probar que X es
un conjunto convexo, o sea, probaremos que todo punto.

v =Ar; + (1= Ny € X.
Sizi € X — Az =0
Sizg € X — Axg = b

Multiplicando la primera relacién por A y la segunda por (1 — \) y sumando las relaciones
encontradas tenemos:

ANz, = b

(1= A\)Azy = (1= \)b

Mz + (1= N Az = X0+ (1 = M\)b

Adzy + (1 — N)xo) =0

’

Ax =0

y por lo tanto ' = Az; + (1 — N2y € X

Puntos Extremos de un Conjunto Convexo

Un punto x perteneciente a un conjunto X es llamado punto extremo si ese punto no puede ser
representado como una combinacién estricta y convexa de 2 puntos distintos de X.

Siz=Ar;+ (1 =Nz con A €0,1]y x1,29 € X = x = x; = x5 entonces = es un punto
extremo.

En la figura 2.4, x; es un punto extremo y, x5 y T3 no son puntos extremos.



Tipos Especiales de Conjuntos Convexos: Hiperplano - Semiespacio - Rayo

Hiperplano:

Un hiperplano H en el espacio E™ es un conjunto convexo de la forma:
H={x:px =k}

donde p es un vector diferente de cero y k es un escalar. La figura 2.5 muesta un hiperplano.

Figura 2.4: Punto extremo de un conjunto convexo

fr
Hiperplano

Figura 2.5: Hiperplano

Otra forma de representar la ecuacion de un hiperplano es la siguiente: Sea x, € H entonces:
pT, =k

pr =k

y de las 2 relaciones anteriores se obtiene facilmente una forma alternativa de la ecuacién de
un hiperplano:

p(r —xz,) =0



Observacién: Hiperplano = {recta,plano, .. .}.
Semiespacio:

Un semiespacio es una colecciéon de puntos de la forma:
H" ={x:px >k}
o también
H ={z:px <k}

La unién de estos semiespacios representa el espacio completo E™. Asi, un hiperplano separa
el espacio E™ en 2 regiones o semiespacios como es mostrado en la figura 2.6. Un semiespacio
es un conjunto convexo.

Hiperplano

Figura 2.6: Subespacios

Rayo:

Rayo es un conjunto de puntos con la siguiente propiedad:
R={x:z,+Xd; X\>0}

donde d es un vector diferente de cero y z, es el llamado vértice del rayo. Un rayo también es
un conjunto convexo y la prueba se realiza en la forma de un teorema.

Rayo



Teorema: Un rayo es un conjunto convexo.
Prueba: Probaremos de que el rayo:
R={z:z,+Ad; X>0}

es un conjunto convexo.
Sean x1 y x5 € R, entonces debemos probar de que el punto genérico:

g =Xt 4+ (1—Nzs € R, Ae0,1]

Si$1€R:>£U1:£U0+)\1d )\120
Sizeo €E R=—=29=2,+Xod X >0

Multiplicando la primera relacién por A y la segunda por (1 — \) tenemos:

)\.’L‘l = )\ZL‘O + )\)\ld

(I=XNzo= (1= Nz, + (1 = A)Aod
Sumando las 2 relaciones anteriores tenemos:
Az 4 (1 = N)xg = 2, + [AN 4+ (1 = M) Ag]d
con \; >0 XN >0 y A€J0,1]. Haciendo las siguientes substituciones:
= Ar; + (1= Ny

A=A+ (1= M)\

se puede verificar facilmente que A" > 0 porque (1 — ) > 0; A; > 0y Ay > 0. Por lo tanto fue
demostrado que el punto genérico:

g = i+ (1—=Nza=x,+Nd; X >0eR
que es equivalente a que R es un conjunto convexo.

Direcciones de un Conjunto Convexo

Dado un conjunto convexo, un vector d # 0 es llamado de direccién de ese conjunto convexo
si para cada punto xz, de ese conjunto el rayo:

R={x: z=z,+Ad; A>0}

también pertenece al conjunto convexo. Existen rayos en conjuntos convexos ilimitados y, por lo
tanto, en esos conjuntos existen direcciones. La figura 2.7 muestra conjuntos convexos limitado
e ilimitado.



X2 X 2

.
A

(a) Conjunto convexo limitado (b) Conjunto convexo ilimitado

Figura 2.7: Conjuntos convexos

Ejemplo 12: Identificar las direcciones del siguiente conjunto convexo no vacio:
X={zx: Az <b; >0}

Suponer que d es una direccién de X vy, por lo tanto, se cumple que cualquier punto = con
la siguiente propiedad:

x’:xo—l—)\d; A>0

cond# 0y z, € X debe ser un punto de X, o sea, & =z, + \d € X.
Siz' e X= Az’ <b y 2 >0
Entonces tenemos que:

Ao+ Ad) <b= Az, + NAd <) (2.11)
To+Ad >0 (2.12)
Como z, € X entonces Az, < by de (2.11) tenemos que;
Md< 0= Ad <0
porque A > 0. También de (2.12), llevando en cuenta que z, > 0, tenemos:
AM>0=d>0

Por lo tanto, el vector d es una direccion de X <=

d#0; d>0y Ad<0



Ejemplo 13: Identificar las direcciones del siguiente conjunto convexo no vacio:
X={z: Az =10b; >0}

Suponer que d es una direccién de X y, por lo tanto, se cumple que cualquier punto = con
la siguiente propiedad:

x’:xo—l—)\d; A>0
cond# 0y z, € X debe ser un punto de X, o sea, z =z, + Ad € X.

Siz' e X = Az'=b y 2’ >0
Entonces tenemos que:

Ao + M) = b => Azy + A\Ad = b (2.13)
To+Ad >0 (2.14)
Como z, € X entonces Az, = by de (2.13) tenemos que;

Md=0= Ad =0

porque A > (0. También de (2.14), llevando en cuenta que z, > 0, tenemos:

AM>0=d>0

Por lo tanto, el vector d es una direccion de X <=

d#0; d>0y Ad=0

Ejemplo 14: Encontrar las direcciones del siguiente conjunto convexo no vacio:

£U1—2£U22—6
xl—xQZ—Q
xIZO
ZL‘QZI

X =< (21, 29) :

El sistema anterior es equivalente al siguiente sistema:

—T + 2372 S 6

—T1+ 129 <2

X = (.’L‘l,llfg) . —T9 S -1
T Z 0

T Z 0

-1 2
A=|-1 1 d:[?]
0 —1 ?



Las condiciones que deben satisfacer el vector d son las siguientes:
d#0; d>0y Ad<0

Asi tenemos:

-1 2 J —dy +2dy <0 dy < 5d,
Ad<0) = | -1 1 [dl <0= —di+dy <0 = dy < d
0 —1 2 —dy <0 dy >0

di >0

120 {820

Por lo tanto, una direccion d de X es todo vector que cumple con las siguientes condiciones:

B _ dy >0 1
{d—(dlad2)- d%oa d2207 Yd2§§d1}

La figura 2.8 muestra el conjunto de direcciones de X. Después veremos que existen di-
recciones especiales llamadas direcciones extremas. Asi, por ejemplo, en la figura puede
identificarse, intuitivamente, las siguientes direcciones extremas:

“=[o] v=[1]

X 2 d2

di

Figura 2.8: Direcciones del conjunto D



2.3.2 Funciones Convexas y Concavas

Una funcién f(z) del vector x = (xq,x9,23,...,%,) es convexa si es verdadera la siguiente
relacion para 2 vectores x; y xo genéricos:

FPzr+ (L= A)ze] < Af(21) + (1= A)f(z2) VA€[0,1] (2.15)

Interpretacién: La combinacién de dos soluciones con funciones f(zq) y f(z2) da lu-
gar a una nueva solucién (conserva la factibilidad) cuya funcién f(z') es menor o igual a la
combinacién de las funciones f(x) y f(x2).

En procesos de optimizacion esta cualidad favorece la obtencion de nuevas soluciones que
mejoran las existentes.

Cuando la funcién f(z) es funcién de una tnica variable, puede ser demostrado que Af(z1)+
(1—A)f(xq) corresponde a los puntos de una cuerda que une f(x;)y f(z2). Asi, en una funcién
convexa, la cuerda tiene una altura mayor o igual al de f(z) (estd siempre encima de f(x)).

Una funcién f(z) es céncava <= —f(z) es convexa. En este caso tenemos que:

FOr + (1= N)az) > Af() + (1= N f(22) YA €[0,1] (2.16)

para dos puntos z; y x2 genéricos. La figura 2.9 muestran funciones convexa y céncava.

f(x) f(x) f(x)
Af(x1) +(1- A) f(x2)

x" =Ax1+(1-A) x2

(a) Convexa (b) Céncava (c) No Convexa - no céncava

Figura 2.9: Tipos de funciones

Existen varias maneras para demostrar si una funcién f(x) es convexa tales como:

1. Usando la definicién presentada en (2.15). Escoger 2 vectores (puntos) genéricos, z1 y xo,
y demostrar que (2.15) es verdadera.

2. Demostrando que el epigrafo de f(x) es un conjunto convexo.
3. Demostrando que el Hessiano de f(z), H(z) es semidefinida positiva.

Observacién: En PL todas las funciones usadas son lineales. Una funcién lineal, tal como
f(z1, 9, 23) = o1 + 4xe — 623 + 30, es convexa y céncava al mismo tiempo.



2.4 Conjuntos Poliedrales

Un conjunto poliedral es la intersecciéon de un numero finito de semiespacios. Si el conjunto
poliedral es limitado entonces ese conjunto poliedral especial es llamado de politope. Un con-
junto poliedral es un caso especial de conjunto convexo. Un conjunto poliedral puede ser
definido de la siguiente forma:

X ={z: Az <b}

porque cada fila (restriccién) del sistema anterior representa un semiespacio. La figura 2.10
muestra conjuntos poliedrales tipicos.

X 2 X 2

9>
%

) X1 X1

(a) Conjunto poliedral limitado (b) Conjunto poliedral ilimitado
politope

Figura 2.10: Tipos de conjuntos poliedrales

Observacién: Como cada igualdad puede ser representado por dos desigualdades, entonces un
conjunto poliedral puede ser representado por un nimero finito de ecuaciones y/o desigualdades
lineales.

2.4.1 Puntos Extremos, Fases, Direcciones y Direcciones Extremas
de Conjuntos Poliedrales: Aspectos Geométricos

Sea el conjunto poliedral:

X={z:Az <b;, =>0}



Puntos Extremos

La idea aqui es discutir una interpretacion equivalente de punto extremo.

Observacién importante: Sea T € X y suponer que la restriccién ax < ( estd activa en T,
entonces ax = . Suponer también que podemos escribir:

T=MA +(1—-XNz donde 0 < A<1lya ez € X. Entonces es verdadera la relacién
ar' =y ar =/, 0sea, ar < [ estd activo en 2’ y ' como se muestra en la figura 2.11.
También este hecho puede ser verificado de la siguiente forma:

X2 ox =B

dl

)x1

Figura 2.11: Representacion de puntos extremos

aT = f3
adt' + (1 =Nz =8 — Maz') + (1 = N)(az") = 8

. ! "
que solamente puede ser verdadera si arx = [y axr = f3.

Definicion Equivalente de Punto Extremo:

Sean los (m+n) hiperplanos definidos por los semiespacios de X, llamados de hiperplanos de
definicion de X. Si la matriz A correspondiente es de rank completo entonces esos hiperplanos
son LI. Entonces un punto T es un punto extremo si T pertenece (estd en la interseccién) a n
hiperplanos de definicion de X.

Si més de n hiperplanos pasan por T entonces el punto extremo es llamado de degenerado.
Los hiperplanos en exceso a n indica el orden de degeneracién del punto extremo.

Teorema: T pertenece a n hiperplanos <= T no puede ser escrito como una combinacién
convexa de dos puntos de X (o sea, si T es un punto extremo).



Prueba:

e —> T pertenece a n hiperplanos LI de definicién de X (entonces probaremos que T es un
punto extremo).

Si 7 € X pertenece a n hiperplanos LI de definicién de X entonces T = Az +(1—\)z" (ver
observacién importante), donde 0 < A < 1y ¢ y ' € X. Entonces, de la observacién
importante, concluimos que z y z  también pertenecen a esos n hiperplanos. Mas la
solucién de esas n ecuaciones de hiperplanos es tnica, entonces © = 2 que justamente
caracteriza un punto extremo.

e <— Prueba por el absurdo:

Suponer que el nimero méaximo de hiperplanos LI activos en T € X es r < n (probaremos
que la interseccién de esos hiperplanos no es un punto extremo).

Las restricciones (hiperplanos) activas pueden ser representados por GT = g en que G es
una matriz de dimensién r X n y, de igual manera, sea d # 0 una solucion de Gd = 0. Ese
d existe porque n > r y es posible escoger valores adecuados para algunos elementos de d
(en realidad Gd = 0 es un sistema con infinitas soluciones). Entonces existe un € > 0 tal
que 2 = (T+ed) y ©' = (T —ed) que pertenecen a X porque Gz’ = gy G = g, porque:

Gr' =G(T+ed) =GT+e¢Gd=GT+¢0) =g

"

Gr =GT—ed)=GT—eGd=GT —€(0)=y¢g

y, adicionalmente, las restricciones de X que no estaban activas en T permanecen factibles
para un € > 0 suficientemente pequenos. Asi podemos escoger, por ejemplo, un T =
’ ” ’ " _
0.5z +0.52 yx, r € X que muestra claramente que T no es un punto extremo, porque
. ., ! "
fue representado por una combinacién convexa de x y x .

Fases, Aristas y Puntos Extremos Adyacentes

Fase Propia de X: Es un conjunto de puntos de X que pertenecen a un conjunto no vacio de
hiperplanos activos.

Sea r(F') el nimero méximo de hiperplanos LI activos en todos los puntos de la face F,
entonces se define la dimensiéon de F de la siguiente forma:

dim(F) =n —r(F)
En otras palabras, cada hiperplano activo LI produce la pérdida de un grado de libertad.

Consecuencias:

1. Un punto extremo es una face propia de dimensién cero porque tiene n hiperplanos activos
LI.



2. Una arista es una face propia de dimensién 1 porque tiene (n — 1) hiperplanos activos LI.
Asi, una arista es una face propia de un grado de libertad porque tiene solamente (n — 1)
hiperplanos activos LI (un hiperplano menos que un punto extremo). Por lo tanto, una
arista es un conjunto de puntos que tienen (n — 1) hiperplanos activos LI, o sea, todos los
puntos de una arista tienen la siguiente caracteristica: en todos los puntos de una arista
existen (n — 1) hiperplanos activos LI.

3. dim(X)=n—7r(X)=n—0=n = dimensién completa porque en este caso tenemos el
conjunto completo X y debe existir por lo menos un punto en el cual ningun hiperplano
estd activo (un punto interior del conjunto poliedral). Asi, el conjunto X y el conjunto
vacio son llamados de faces impropias de X.

4. La face propia de mayor dimension, o sea,
dim(F) = dim(X) — 1

es llamado de faceta de X.

5. Puntos extremos adyacentes:

Dos puntos extremos de X son llamados de adyacentes si el segmento de recta que los
une es una arista. Asi, los puntos extremos adyacentes tienen (n — 1) hiperplanos activos
LI comunes.

La figura 2.12 muestra las diferentes faces propias de X.

~+—— Punto extremo degenerado

Carade unadimension (dimension —* 1)
(2 2 hiperplanos activos )

/

Caradedimension 2
(3 un hiperplano activo)

Arigt Punto extremos
rista
adyacentes
J
Punto
extreV

Figura 2.12: Caras propias de X



Direcciones Extremas de un Conjunto Poliedral:
Las direcciones de un conjunto poliedral X
X={zx: Az <b; >0}
son dadas por los vectores que satisfacen la relacién:
D={d: Ad<0; d>0; d#0}

Geométricamente, este conjunto puede ser encontrado simplemente trasladando todos los
hiperplanos, que definen X, paralelamente a si mismos hasta llegar al origen. Recuerde la
semejanza

Ar <b<+= Ad <0

Para evitar duplicacion en representar direcciones se puede normalizar los vectores d usando
la siguiente norma:

|di| + |do| + ...+ |ds] =1
mas como todos los elementos de d > 0 entonces la norma se resume a:
di+dy+...+d,=1
Asi, el conjunto de vectores que son direcciones de X asumen la siguiente forma:
D={d: Ad<0; d>0; d#0; dy+doy+...+d, =1}

y légicamente:

Propiedad importante: Los puntos extremos de D son direcciones extremas de X.

Ejemplo 15: Encontrar el conjunto D y las direcciones extremas de X en el siguiente problema:

—21 + 229 <6

—Tp+ 2 <2

X = (1, 39) : —T9 < —1
1‘120

.’EQZO



El conjunto D tiene la siguiente forma:
D={d: Ad<0; d>0; d#0; dy+doy+...+d, =1}

Asi tenemos:

-1 2], 0 —dy +2dy <0 dy < 3d,
~-1 1 ldl < Ol:> —di+dy <0 =< dy < dy
0 —1 2 —dy <0 dy >0

dy >0

dy > 0

d1—|—d2:1

Reuniendo y simplificando las relaciones anteriores tenemos:

dy < 3d;
d1+d2:1
d, >0

dy >0

D = {(di,dy) :

La figura 2.13 muestra graficamente las direcciones de D.

X 2 -
3
= X
2
'\.J D ? d1
& \\\ —= 1 Punto extremo de D X1
V N (direccion extremade X )

Figura 2.13: Direcciones de D



En la figura 2.13 puede verificarse que existen 2 puntos extremos en D y, por la propiedad
importante mencionada anteriormente, existen 2 direcciones extremas en X. Asi, las direcciones
extremas de X (puntos extremos de D) son los siguientes:

] e

2.4.2 Representaciéon de Conjuntos Poliedrales

W= Wi

En esta parte se discute una propiedad muy importante que estipula que un conjunto poliedral
puede ser completamente representado en funcién de sus puntos extremos y sus direcciones
extremas. Inicialmente son analizados los casos especiales y después el caso general.

Caso Especifico: Conjunto Poliedral Limitado - Politope

Propiedad: Cualquier punto x de un conjunto poliedral limitado puede ser representado por
una combinacion convexa de sus puntos extremos. Esta representacién convexa no es tnica.
Esta propiedad es ilustrada en la figura 2.14.

Figura 2.14: Representacién de un conjunto poliedral limitado

Representamos el punto genérico x por una combinacién convexa de los puntos extremos
Ty, T, Ty, T4 Y Ts (N0 necesariamente por todos ellos).
Representamos primero x como una combinacién convexa de los puntos y y x4:

= y+ (1 - Ny Ae0,1]
mas

y = pxy + (1 — p)zy € [0,1]



Substituyendo y en la primera relacién tenemos:

T = )\[/,L.’L'l + (1 - ,LL).’L'Z] + (1 o )‘)‘Tﬁb con HE [07 1]7 A€ [07 1]

T =z + M1 — p)xe + (1 — N)zy

z= M)z + (A1 —p))zy+ (1 = Ny con pel0,1], Xelo,1]

que es una combinacién convexa porque
(Ap) € [0,1], A(1 — ) €[0,1] , (1 = A) € [0,1] y ademas:

AMAANL=—p)+ (1= = p+A=du+1-A1=1

que caracteriza una combinacion convexa.

Caso Especifico: Conjunto Poliedral Ilimitado

Propiedad: Cualquier punto z de un conjunto poliedral ilimitado puede ser representado
por una combinacion convexa de sus puntos extremos méas una combinacién lineal no
negativa de sus direcciones extremas. La figura 2.15 muestra la representacion grafica de este
caso a través de un ejemplo.

X2

X 2

X1¢®

Figura 2.15: Representacién de un conjunto poliedral ilimitado

En la figura 2.15 existen 3 puntos extremos (1, xs,23) y 2 direcciones extremas (d, dy). El
punto = puede ser representado simplemente por una direccion paralela a ds y un y que es una
combinacién convexa de los puntos extremos de x; y x3. Asi tenemos:



x:y+ud2:)\x1—|—(1—)\)x3+ud2

donde A € [0,1] y p > 0.
Esta representacién de x no es tnica. Se puede obtener una otra representacion, por ejemplo,
asi:

$:)\l‘1+(1—)\)$3+/ﬁ1d1+,u2d2 )\6[0,1], u1>0 y [L2>O

Caso General: Teorema de la Representacion

Sea X = {x : Az < b, x > 0} un conjunto poliedral no vacio. Entonces, en este caso, el
conjunto de puntos extremos definido como {z1,z,..., 2} es no vacio y finito. Ademas, el
conjunto de direcciones extremas es vacio <= X es limitado. Si X no es limitado, entonces el
conjunto de direcciones extremas {d;,ds,...,d;} es no vacio y finito. Entonces, T € X <= T
puede ser representado como una combinacién convexa de los puntos extremos {x, za, ..., xx}
y mas una combinacién lineal no negativa de las direcciones extremas {d;, ds, ..., d;}, o sea,

4

k l
T =) Ajwj+ Y d;
J=1 J

1

A=1 (2.17)

Il
—_
[\ vl\D
™

ol .
:\.

Prueba: Ver figura 2.16

T = 0101 + 0oxo + 0373 + Ogg

T = 51£L'1 + 52£L'2 + (53 + 58)£U3 + 5808d1
donde: (51 + 52 + 53 + 58 =1

0; > 0,03 >0

Sean:
S, el conjunto de puntos extremos = S, = {z1, 22, ..., 21}

Sq el conjunto de direcciones extremas = Sy = {d;,ds, ..., d;}

1) El niimero de puntos extremos es finito y no vacio:

Primero demostramos que el nimero de puntos extremos es finito y no vacio: 1 < k < oo
con k siendo el numero de puntos extremos (nimero de elementos de S,) = |S,| = k.

a) Probamos que existe por lo menos un punto extremo: 1 <k =k > 1. SeaT € X.

Si T € S, entonces existe por lo menos un punto extremo, el propio 7, entonces k > 1.



Figura 2.16: Caso general de representacion

Ahora suponer que T ¢ S,.

Sea r el nimero maximo de hiperplanos activos LI en T y sea: T = Ay; + (1 — )y, donde
0<A<1yuys,ye €X conys # yo.

Observe que 0 < r < n ( 0 para el caso en que ningun hiperplano estd activo en T (punto
interior) y r < n ya que r = n significarfa de que T es un punto extremo).

Sea d = y, — y; # 0 y entonces es posible deducir que:

{n=1l, 219

Demostracién de (2.18):

Y1+ (1= Ny
=+t 1 =Np=-1-Nyu+1-Ny+u

=A
=A

g 8 8

T=My+ (1= Ny2 = Ay1 — Aya + 42
T=-MNp—y)+p=—M+yp=1p=T+X



donde en ambos casos fue usada la relacion: d =y, — y;.

Ahora consideramos desplazamientos de T en las direcciones (y sentidos) de d y —d.
Ambos desplazamientos son posibles y de tamano finito sin salir de X porque X C {z :
x > 0}, o sea, en el peor caso, el tamano del paso es limitado por los hiperplanos definidos
por x > 0. Asi, sin pérdida de generalidad, sea

F¥y=max{y:T—vd € X} < 00

y calculamos §J, = T —7d. Ahora podemos afirmar que el nimero maximo de hiperplanos
activos LI en 7, es T > r + 1 porque todos los hiperplanos activos en T continuan activos
en 7, (porque T es una combinacién convexa estricta de 7, y y, y, ademads, por lo menos
un hiperplano LI estd activo en 7, o sea, aquel hiperplano que bloquea el avance de 7 en
la direccién —d para calcular 7.

SiT=n =7, €5, Y, por lo tanto, es un punto extremo = k > 1.

Si 7 < n entonces substituir T por 7, y repetir el processo hasta que ¥ = n que debe
suceder en un numero finito de pasos porque 7 aumenta en cada paso por lo menos en
una unidad y porque n es finito.

b) Probamos que k < oc:

Como existen (n + m) hiperplanos caracterizando X y un punto extremo es definido por
n hiperplanos activos entonces el nimero maximo de puntos extremos es calculado por
la relacion:

< 0
n n!m!

( m+n ) _ (m+n)!
2) Ahora demostramos que si X es no limitado entonces el conjunto de direcciones extremas es
no vacio y finito, o sea, 1 <[ < oo.

Si X es limitado entonces, por definicién, el conjunto de direcciones extremas (o mejor
todavia, el conjunto de direcciones) de X es vacio:

D=¢

Si X es no limitado entonces D # ¢ = 1 <[

Observemos que D es de la misma forma que X y que los puntos extremos de D son
también las direcciones extremas de X y como el numero de puntos extremos de D es finito
(misma estructura de X)) entonces el nimero de direcciones extremas de X también debe ser
finito, entonces

l<oo=—=1<I[< o

3) Ahora demostramos que si T € X entonces T puede ser escrita en la forma presentada en
(2.17).

Definimos un nuevo conjunto:



X=Xn{z:|z< M}

donde M es un numero suficientemente grande tal que z; < M para cada j = 1,...,k (para
cada punto extremo) y T < M.
Note que X es limitado y los puntos extremos de X son también puntos extremos de X.
Sea S, = {x1,T2,..., Tk, ..., Trra} los puntos extremos de X donde 0 < u < oo.

a) Primero mostraremos que T puede ser escrito como una combinacién convexa de los puntos
extremos de X, o sea, por puntos de S,

Si 7 € S, = T es un punto extremo de X

Si T ¢S, entonces representamos los hiperplanos activos de X en T de la siguiente forma:

Gr=g (2.19)

En este caso rank(G) < (n— 1) porque en caso contrario T seria un punto extremo de X.

Encontrar una solucién para el sistema Gd = 0, d # 0 y calcular
¥, =max{y: T+yde X}

En este caso d es una direccion que tiene los mismos hiperplanos activos que Z. Note que
0 <%, < oo porque X es limitado.

Sea §, = T+7,d. Asi, en 7, € X tenemos por lo menos un hiperplano activo LI adicional
de X en relacién a 7.

Si este nuevo hiperplano activo en 7, junto con Gx = g produce un sistema de rank =n
entonces 7, es un punto extremo de X. En caso contrario, si el rank todavia no es n,
entonces repetir el paso para la determinacién de 7, en el peor caso, durante [n—rank(G)]
veces, hasta encontrar un vértice (punto extremo) de X, identificado como un nuevo punto
7, € X, de rank = n, satisfaciendo el sistema G7, = g.

Ahora definimos un 7,:

Vo =max{y: T+v(T—-7,) € X} (2.20)

que produciria un:

Tp =T +7,(T—7,) (2.21)

Observe que 7, < oo porque X es limitado y 7, es el maximo permitido.

¥, > 0 porque G(T +v(T —7,)) = g para v > 0 fue resuelto encontrandose un 7, que fue
limitado por alguna restriccion que no estaba activa en . Asi, la nueva solucion Gy, = ¢
tiene por lo menos un hiperplano activo LI adicional en 7, en relacién a 7.



Resumiendo, 7, es un punto extremo de X y 7, tiene por lo menos un hiperplano LI
adicional a T. Ademads, T es una combinacion convexa de 7; y ¥,

_ _ _ V2
T=0y, +(1—-9¢ 0<d=——x1 2.22
Y+ ( )V 1+7, ( )
que puede ser ficilmente verificado usando (2.21). Asi, T fue representado como una
combinacién convexa de 2 puntos ¥, y ¥, siendo ¥, un punto extremo =—> 7, € S,.
Puede, todavia suceder 2 casos:

e 5i 7, € S, entonces conseguimos representar Z como una combinacién convexa de 2
puntos extremos y; y Y.

o Siy, ¢ 5,

Entonces 7, puede ser representado como una combinacién convexa estricta de 7,
Y Uy, [repitiendo el método para calcular 7, y 7, |, donde uno de esos puntos es un
punto extremo de X, J; € S, y el otro, 7, tiene por lo menos un hiperplano LI
adicional en relacion a 7.

En esta parte del trabajo, 7, tiene 2 hiperplanos LI adicionales en relacién a 7.
Continuando este proceso, en cada paso substituyendo un punto por otros 2 puntos,
donde uno de ellos es un punto extremo y el otro tiene un hiperplano activo adi-
cional, entonces en un numero determinado de pasos este segundo punto tendrd n
hiperplanos activos y, por lo tanto, identificando un punto extremo.

Usando como méximo [n — rank(G) + 1] puntos extremos de X (vértices de S,) ter-
minamos el proceso de representacion. La representacion encontrada es la siguiente:

k+u k+u
T = 5jxj donde Z 5j =1 y 6]' > 0 (223)
7j=1 7j=1

b) Ahora completamos la demostracién eliminando el efecto de la restriccion z < M adi-
cionado, o sea, ahora veremos que (2.23) es verdadero para X.

Si 0; = 0 para j > k entonces (2.23) es equivalente a (2.17) = X es limitado.

En caso contrario consideremos algin punto extremo de (2.23), z, con v > ky 46, > 0.
Observe que z, es un nuevo punto extremo generado por la restriccion x < M, o sea,
x = M es uno de los n hiperplanos LI que identifica =, como punto extremo de X. Los
otros (n—1) hiperplanos activos pertenecen al conjunto original X y identifican una arista
de X. Consecuentemente, existe un punto extremo ;) de X, 1 <i(v) <k que es punto
extremo adyacente de z, en X a través de esa arista. Ademds, (x —xi(u)) es una direccion
de X porque no existe otro hiperplano de X que pare la evolucion en esta direccion a partir
de (). Adicionalmente, sea d= %(wv — Ti(y)) donde 8, = 1(x, — x4(y)) > 0. Observe que
d € D. Adicionalmente, (n—1) hiperplanos LI de X que estdn activos en la caracterizacién
de z, también estan activos en el sistema Ad < 0, d > 0 en la caracterizacion (definicién)
de d. También, esos (n—1) hiperplanos activos que caracterizan x, junto con el hiperplano
1d = 1 producen el conjunto de n hiperplanos activos LI de D en d. Por lo tanto, la
direccién d es un punto extremo de D y lo llamaremos dj(v) que por su vez es una direccion



extrema de X. Consecuentemente, tenemos que z, = i) + 0,d;(,). Substituyendo esta
relacién en (2.23) tenemos:

k k+u k+u
T=) 6z;+ Y, 0uZip)+ Y, 6ubudjw) (2.24)
j=1 v=k+1 v=k+1

que tiene la forma de (2.17).

4) Finalmente demostraremos que se T puede ser escrito en la forma presentada en (2.17)
— 7€ X

Debemos demostrar que si T puede ser escrito como en (2.17) entonces T cumple con las
siguientes relaciones:
TeX={T:AT<b; y T>0}

Si T cumple con (2.17) entonces tenemos:

YA =1 (2.25)

7=1
>0 j=1,2,...,k
>0 =121

Sabemos que los z; son puntos extremos de X y, por lo tanto, satisfacen:

A.’L‘Jéb
_ (2.26)
x; >0, j=1,...,k

Sabemos que los d; son direcciones extremas de X (o también equivalentemente puntos
extremos de D) y, por lo tanto, satisfacen:

P

(2.27)

u&‘
Ve
o o IN

S8

i=1,...,1

a) Probamos que T > 0:

T > 0 es verdadero porque analizando (2.25) (o (2.17) ) podemos verificar que:
Aj 205 ;205 pj 205y dj 20, =720

b) Probamos que AT < b:

Multiplicando T en (2.25) por A por la izquierda tenemos:

k l
ATz = A {Z \jzj + Zujdj}
j=1 j=1



mas en la relaciéon anterior tenemos que:

i Ady + psAdy + ...+ Ady < 0

porque p; > 0y cada Ad; <0; j=1,...,0 (ver (2.27) ). Entonces en (2.28) tenemos:

mas en (2.29) cada z; es punto extremo de X y, por lo tanto, z; € X y para cada x; es
verdadera la siguiente relacion:

Aib'j <b= )\inUj < )\jb, j=1,.. .,k (230)

De (2.29) y (2.30)tenemos:

ATS)\lA.Tl—F)\QA.TQ—F...—i—)\kA.Tk S )\1b+)\2b—|—+)\kb

AT < AMb+Ab+ ...+ Aib

AT <b(A+ X+ ..+ M)

Corolario:

Cualquier T € X puede ser representado como en la ecuacién (2.17) usando como maximo
min{(n +1),(k+1)}

variables positivas A; y p;.



Prueba:

Dado un T € X, el teorema para el caso general afirma que existe una soluciéon para el
sistema (2.17). Sea r el rank de la matriz de coeficientes asociadas con las restricciones de
igualdad en (2.17) (observe que en (2.17) existen (n + 1) restricciones de igualdad, (k + )
restricciones de desigualdad y (k 4+ () variables). Por lo tanto:

r=min{(n+1),(k+1)} (2.31)

Adicionalmente observemos que el conjunto (A, u) que satisface (2.17) forma un conjunto
poliedral en E**! y, por el teorema del caso general, existe un punto extremo. Como ese
punto extremo debe ser caracterizado por (k + ) hiperplanos activos LI y las restricciones de
igualdad suministran r hiperplanos activos LI, entonces estdn faltando por lo menos {(k+1)—r}
hiperplanos adicionales lo que significa que en esos hiperplanos las variables \; y u; son iguales
a cero (recuerde que si A; > 0 estd activo entonces \; = 0). Asi, en la caracterizacién del punto
extremo T de (2.17), por lo menos (k + 1) — r de las variables \; y u; deben ser iguales a cero.
Por lo tanto, el numero maximo de variables \; y 1; que pueden ser positivos es igual a:

{k+0)=[(k+1)=1r]} =7
Como r = min{(n + 1), (k+ )} entonces el corolario esta probado.
Observaciones:

1. Si X es un conjunto convexo limitado entonces [ = 0 y de (2.31) tenemos:
r=min{(n +1),k}

que indica que un punto T € X puede ser representado por no mas de que min{(n+1), k}
de sus puntos extremos.

Ejemplo 16:

Si estamos en E? y existen 5 puntos extremos en X entonces cualquier punto 7 € X, si
X es limitado, puede ser representado por no mas de que min{3,5} = 3 de sus puntos
extremos.

2. Si X es un conjunto convexo ilimitado entonces un 7 € X puede ser representado por no
mas de que (n+ 1) puntos extremos y n direcciones extremas. En E™ pueden existir més
de n direcciones extremas mas para representar un T serian necesarios apenas n de ellos.

El teorema general de la representacion es el aspecto tedrico mas importante que justifica el
funcionamiento del algoritmo simplex (analizado en detalle en el préximo capitulo) para resolver
problemas de PL. Sin embargo, los pasos usados para probar el teorema también pueden ser
usados para encontrar un punto extremo a partir de un punto interior conocido.



2.4.3 Estrategia para Encontrar un Punto Extremo a Partir de un
Punto Interior

A partir de un punto interior x € X se puede encontrar un punto extremo de X usando el
siguiente algoritmo:

1. Sea T el punto interior de X. Adicionar al conjunto X la restricciéon >-x; < M donde
M es un nimero bastante grande para evitar problemas con conjuntos ilimitados. Asi, el
nuevo conjunto es llamado de X.

2. Verificar el numero de hiperplanos activos en el punto T € X:

(a) Si ningin hiperplano esta activo entonces escoger una direccién arbitraria:
d: [dl,dg,...,dn]
(b) Si existen hiperplanos activos entonces encontrar la direccién d usando:
Gd=0

donde G es una submatriz de la matriz A constituida por los hiperplanos activos
(son las filas de A correspondientes a los hiperplanos activos).

3. Encontrar el parametro:
5y, = maz{y :T+nde X; v >0}

Si todos los 7, < 0 entonces encontrar 7, de la siguiente forma:
¥, =max{y : T —nd € X; vy >0}

4. Bl punto T =T +7,d (0 T =T — 7,d con la segunda posibilidad) tiene un hiperplano
activo adicional en relacion a 7.

5. Hacer T =T y repetir los pasos 2, 3 y 4 hasta que el punto T tenga n hiperplanos activos
(sin llevar en cuenta z1 + x3 + ... + x, < M), o sea, sin llevar en cuenta el subespacio
artificial adicionado.

Ejemplo 17: En el siguiente conjunto convexo:

X ={(z1,29) : =321 +25 < =2
—X1 + T2 S 2

—T1 + 2.’172 S 8

—XT2 S -2

T Z 0

i) Z O}



Usamos el algoritmo, paso a paso, para encontrar un punto extremo de X a partir del punto
inicial:

1. El conjunto X es el siguiente:

X = {(z1,22) : reX
T+ X2 S M}

4 . . - . o .
2. El punto 7 = l es un punto interior de X porque no existe ningin hiperplano activo.

3

Asi escogemos una direccién arbitraria:

3. Calculo de 7;:

El nuevo punto buscado tiene la siguiente forma:

_ . 4 -1 o 4—’)/1
rena= (3|3 e[

Substituyendo en las 7 restricciones tenemos:

Restrl —3(4—m)+@B+2m)=-2 = m =1

Restr2 —(4—m)+ (342y) =2 = m =1

Restr3 —(4—m)+2(3+2m)=8 = y =2

Restrd —(3+2vy,) = —2 = M =-1 no vale
Restr.5 (4—7) =0 = 7 =4

Restr.6 (3+2v)=0 = 1 =-3 no vale
Restr7 (4—v)+ B+2y)=M — 7, =M — 7 muy grande

Asi, el maximo vy, permitido es: 7, =1

4. El punto:

_’__ _ - 4_71 o 3
T=T4md= l3+271]_l5]

tiene un hiperplano activo (el hiperplano de la 2a. restriccién).



5. El punto:

tiene un hiperplano activo.
2. Célculo de la direccion:

d

Gd=0= [ -1 1][612

]:0:>—d1+d2:0

di=dy = d= [Ch]:[l] cualquier d;
dy 1

3. Calculo de 7;:

El nuevo punto procurado tiene la siguiente forma:
_ - 3 1 o 3+
rona= 3] 3= 3031

Substituyendo en las 7 restricciones tenemos:

Restr.l =3B4+7)+0+m)=-2 = v =-1

Restr2 —(B+v)+(B+7) =2 = 71 =0 estd activa
Restr.3 —3+m)+2b0+m)=8 = m=1

Restr.d —(5+v) = —2 = 7 =-3 no vale
Restr.5 (3+7)=0 = 7 =-3 no vale
Restr.6 (5+7) =0 = 7 =-5 no vale
Restr7 3+v)+GB+m)=M — 71 =% -4 muy grande

Asi, el maximo y; permitido es: 7, =1

4. El punto:

5. El punto:

tiene 2 hiperplanos activos (los hiperplanos correspondientes a la 2a y ba restriccién) y
representa un punto extremo de X.



/\® X1+Xx2 < M

¢/
1

T T T T T T T
2 3456 7 8 X1
Figura 2.17: Encontrando un punto extremo

La figura 2.17 muestra una representacion grafica del ejemplo.
El lector estd invitado a resolver nuevamente el ejemplo con las siguientes condiciones:

1. Partiendo del punto (4, 3) mas escogiendo una direccién inicial de (0, 1).

2. Partiendo del punto (6, 5).



2.5 Ejercicios resueltos:

1. Esboce las regiones factibles del conjunto X : Az < b donde A y b son dados en la parte
inferior. La regién es vacia? Es ilimitada?

a)
1 1 6
0 1 2
b)
-1 0 0
0 -1 0
A= 2 3 b= 12
1 -3 5
¢)
1 1 4
-1 0 0
Soluciones
a)

-2 4 6 8 X 2

Region de
solUcion
ilimitada

Figura 2.18: Solucién gréifica del ejercicio (a)



X 2
8
—
6
4
Region de
solucion
limitada
2
i T
-2 / 6> 8 X1
—7 |

Figura 2.19: Solucién grafica del ejercicio (b)

X 2
—
8
Laregion
de solucion
/\ esvacia
4

> RN

Figura 2.20: Solucién gréfica del ejercicio (c)



2. Es posible resolver el siguiente problema usando técnicas de PL 7 Explique

Mazx f(zx) = —xy + 229 + 313
s.a.
T+ To + T3 S 15
| — 21 + 3x3] > 12
T1— To+x3 > 2
T1,T2,x3 = 0

Solucion:

Se puede hacer la siguiente transcripcion de variables:
yl=y"+y yy=y"—y conyt>0yy” >0,
Definimos |y| =yt +y~; y = —2x1 + 33

Transformamos el problema a:

Mazx f(r) = —x1 + 229 + 313
s.a.
T+ a2+ 23 <15
yt+y > 12
yt —y = —2x; + 313
T1 — X9 —|—.’L‘3 Z 2
T1, T2, T3,y Y >0

Cambiamos la expresién valor absoluto por la suma de dos cantidades extrictamente
positivas denominadas y* y y~ de tal forma que si Y = 8 entonces y" =8y y =0y si
y = -3 entonces y =0y y~ = 3. Usando esta metodologia, el PL puede ser resuelto.

3. Cuales de los siguientes conjuntos son convexos ?
a) (v, 22) 22 + a5 >1
b) (z1,x9,23) t @1 + 229 < 1:27 — 23 <2

) (z1,x9) 1 k1 = 15 |a9| < 4
Solucion:
a): {(xy,2y) : 2% + 22> 1}

x? + 22 > 1 representa todos los puntos externos a un circulo de radio 1 con centro en
el origen. ver figura 2.21. Se puede observar que si se toman dos puntos en la regién
solucién (a y b), la combinacién lineal convexa de ellos puede producir un punto en la
region infactible (c) siempre que uno de los puntos factibles se encuentre en la zona de
”sombra” del cono formado por las tangentes al circulo unitario que parten del otro punto
factible. En la figura se toma como referencia el punto a y se trazan tangentes al circulo



desde dicho punto. El punto b se encuentra en la zona de "sombra” del cono generado
desde a.

Para demostrar que el conjunto mencionado no es convexo, usaremos el método del con-
traejemplo, segin el cual se debe demostrar que existe un A entre 0 y 1, y un par de
puntos a y b que permita obtener un punto infactible como resultado de su combinacién
lineal convexa.

Para esto tomaremos un punto arbitrario que pertenezca a la region factible que denomi-
naremos a y como punto b se tomara el opuesto simétrico de a, por tanto:

ah | | ad
b - a
) )

Figura 2.21: Solucién grafica del ejercicio

Con: (21)” + (25)* > 1; (2])* +25)* > 1 (1)

De la combinacién lineal convexa de a y b obtenemos c:

(2F) = Aaf) + (1= A)(ah) (25) = A§) + (1= () (2)

Pero (28) = —(29) y (2%) = —(2%), reemplazando estas relaciones en (2) se tiene:

(#7) = (22 = 1)(a1)



(25) = (2A —1)(3)
En la relacién anterior se observa que si A = 0.5, el punto c resulta en el origen (0,0) el
cual no pertenece a la region factible. Por tanto el conjunto no es convexo.

Existen otros valores de A que permiten encontrar nuevos puntos que son infactibles.
b) Es convexo el conjunto {(zy,x2,23) : 11 + 22 < ;21 — 23 < 2} 7
Tomamos dos puntos a y b en la region factible y comprobamos si su combinacion lineal

convexa es otro punto c de la regién factible para todo 0 < A\ < 1.

Asumimos los puntos a y b como:

a b

Ty Ty

a= | 24 b= | 24
a b

T3 T3

Para que los puntos a y b se encuentren en la regién factible deben cumplir las restric-
ciones:

4+ 228 <128 — 23 <2528+ 225 <1320 —ab <2 (1)

La combinacién lineal convexa de los puntos a y b esta dada por:

z{ zy a
x5 =A| 2§ +(1=X) xg (2)
x§ g 5

Es convexo si para todo 0 < A < 1 se cumple que:
o] + 225 <127 —a5 <2

caso 1: z§ + 225 <17

Reemplazando los términos de la primera y segunda fila de (2) en la desigualdad que se
desea verificar y reorganizando tenemos:

Ma§ +228) + (1 — M) (2 +228) <17

Los paréntesis que multiplican a A y a (1 — A) cumplen con ser menores o iguales a
1 (ecuaciones 1), por lo tanto, si reemplazamos dichos paréntesis por su maximo valor
tendremos el caso mas critico:

AL+ (1 =X)(1) <17
Si cumple para este caso critico, cumple para todos los demas:

A+1-A2<17



1 <1 si cumple!!

Por lo tanto, la combinacién lineal convexa de los puntos a y b permite obtener un tercer
punto ¢ que cumple la primera restriccion.

caso 2: af —x§ <27

Reemplazando los términos de la primera y tercera fila de (2) en la desigualdad que se
desea verificar y reorganizando tenemos:

Mz¢ — 232%) + (1 — N)(2® — 28) < 17

Los paréntesis que multiplican a A y a (1 — A) cumplen con ser menores o iguales a
2 (ecuaciones 1), por lo tanto, si reemplazamos dichos paréntesis por su maximo valor
tendremos el caso mas critico:

A2) + (1 - A\)(2) < 27

Si cumple para este caso critico, cumple para todos los demas:

2 4+2-2X <27
2 < 2si cumple !

Por lo tanto, la combinacién lineal convexa de los puntos a y b permite obtener un tercer
punto ¢ que cumple la segunda restriccion.

Conclusion: El conjunto Convexo.

Observaciéon: Este conjunto puede se probado tomando encuenta que el ejemplo es un
caso especial de Ax < b.

c) El siguiente conjunto es convexo ? {(xy,z3) : x1 = 1;|zo| < 4}

Asumimos dos puntos que pertenezcan a la regién solucién, por tanto deben cumplir las
restricciones:

ol =128 =123 <4 |2}]; <4

De la combinacion lineal convexa de a y b tenemos c:

(@f) = A@f) + (L= A)(21) = A1) + (1 = N)(1) =1

(#5) = Ax§) + (1L — A)(3)

Es conjunto convexo si el nuevo punto ¢ cumple las restricciones:
z§ =125 <4

La primera restriccion es satisfecha.



Para chequear si cumple la segunda restriccion analizaremos 3 casos:

Caso 1: 0 < 22 <4y 0 <z <4 (positivos)
25| = [A(@§) + (1 = A)(23)| = A(@§) + (1 = A)(23) <47

Reemplazando los valores méximos positivos que pueden asumir las coordenadas: x4 y
2% de los puntos a y b tenemos:

25 = [A(4) + (1 - A)(4) <4 7
|25 =4 N +4 —4X =4 <4  si cumple !!
Puesto que cumple con el mayor valor, cumple para los valores positivos inferiores a 4.

Caso 2: —4 <25 <0 y —4 <28 <0 (negativos)
|25 = [A(25) + (1 = A)(a3)| = —A(z3) — (1 = A)(a3) <4 7
Reemplazando los valores maximos negativos que pueden asumir las coordenadas:

22 y 2% de los puntos a y b tenemos:

|25] = =A(=4) = (L= A)(—4) <4 7

|25 =4 A +4 —4X=4<4 Sicumple !!

Puesto que cumple con el valor negativo de mayor magnitud, cumple para los valores
negativos de magnitud menor a 4.

Caso 3: —4 <25 <0 y 0<azb <4 (anegativo y b positivo).

5] = [A(25) + (1 = A)(a3)] = =A(a8) + (L= A)(25) <47

Reemplazando los valores de a y de b que hacen maxima la expresion anterior:
(z¢ = —4 y 2% = 4) tenemos:

|z5| = —A(=4) + (1 = A)(4) <477
|25 =4A+4 —4X=4<4 Sicumple !
Puesto que cumple con los valores extremos cumple para los demas.

Caso 4: 0 <128 <4 y —4<ab <0 (apositivo y b negativo).



w5l = [A(@5) + (1 = A)(@5)] = Ma§) — (1= A)(25) <47

Reemplazando los valores de a y de b que hacen maxima la expresion anterior:
(¢ = 4 y 2% = —4) tenemos:

5] = A(4) = (1= A)(—4) <4 7
|z§| =4A+4 —4X=4<4 Sicumple !

Puesto que cumple con los valores extremos cumple para los demés.
En este caso también vale la observacién anterior considerando que:
lza] <4 = —4 <1y <4 = 1z, <4y —xy <4. El lector esta invitado a realizar la

representacién grafica de los ejemplos (b) y (c).

. Porque el siguiente conjunto tiene direcciones?. Encontrar todas las direcciones extremas.
—T1 + To = 4
r — 2[1)2 + x3 S 6

£U321
X1, T2,T3 Z 0

Transformamos el sistema anterior solamente con restricciones de igualdad y desigualdad.

—x1+axy =4
.’171—2£L‘2+.’L‘3§6
—x3§—1

Ty, x2,x3 > 0

Definimos el conjunto D : a¥d < 0 para restricciones de desigualdad y afd = d para
restricciones de igualdad y chequeamos sid > 0y d# 0

—d1+d2:0

dy —2dy +ds <0
—d3§0
dy,da,ds > 0

de aqui se deduce que el conjunto D es:

dy = dy

dz < d

dy,ds,d3 > 0

y agregamos: di+ds+d3=1
si definimos d; = A, entonces dy = Ay d3 < A con dy,ds,d3 >0y dy+dy+d3=1

de aqui se deduce que existen dos soluciones:



N [—=
W =

dy

N [—=
W=

o

W=

5. Encontrar todos los puntos extremos y las direcciones del siguiente conjunto poliedral:
X:{ (.’Ifl,l‘g,l‘g,flf;l) :

—T1 + X9 —23?3 S 1
—2£U1 — X3 —|—2$4 S 2
T1,T9,T3, T4 Z 0 }

Representar x = (1,1,1,2) como una combinacién convexa de los puntos extremos de X
mas una combinacién no negativa de las direcciones extremas de X.

Inicialmente encontramos los puntos extremos de X, para esto, se elaboran todas las
posibles combinaciones para los 6 hiperplanos existentes, que tengan 4 hiperplanos activos:

Hiperplanos:

—T1 + T — 2.’1?3 S 1 (1)
—2[1)1 — T3+ 2.’174 S 2 (2)

Después de realizadas las 15 combinaciones posibles, se obtuvieron los siguientes resulta-
dos:

Resumen de soluciones:

T1 Ty T3 Ty Hiperplanos activos

1 0 0 —1/2 3/4 (1),(2),(3),(4)  No vale-negativa
2 0 1 0 1 (1),(2),(3),(5) Vale

3 0 -3 -2 0 (1),(2),(3), (6) No vale

4 -1 0 0 0 (1), (4), (5), (6) No vale

5 0 0 —1/2 0 (1), (3),(4), (6) No vale

6 0 0 0 1 (2),(3),(4), (5) Vale

7 0 0 —2 0 (2),(3), (4), (6) No vale

8 0 0 0 0 (3), (4), (5), (6) Vale



Para determinar las direcciones extremas, definimos ahora un nuevo conjunto D como

Ad<0:

—di+dy—2d3 <0
—2dy —d3+2d, <0
d17d27d3)d4 Z 0

Ahora encontramos las direcciones extremas de X, que son los puntos extremos de D.
Para esto, se elaboran todas las posibles combinaciones para los 6 hiperplanos existentes,
que tengan 3 hiperplanos activos.

Hiperplanos:

di+doy+ds+dy =1
—dy +dy —2d3 <0 (1)
—2dy — ds +2d; <0 (2)
dy <0 (3)

dy >0 (4)

d3 > 0 (5)

dy >0 (6)

Después de realizadas las combinaciones posibles, se obtuvieron los siguientes resultados:

Resumen de soluciones validas normalizadas

di dy d3 dy Hiperplanos activos
1 1/3 1/3 0 1/3 (1),(2),(5)
2 0 4/7 2/7 17 (1),(2),(3)
3 1/2 1/2 0 0 (1), (5), (6)
4 0 2/3 1/3 0 (1,),(3),(6)
5 0 0 2/3 1/3 (2),(3),(4)
6 1/2 0 0 1/2 (2), (4), (5)

Cualquier punto x del Conjunto X puede expresarse como una combinacién lineal con-
vexa de los puntos extremos mas una combinacion lineal no negativa de las direcciones
extremas.

0 0 0 1/3 7 0
- 0 1 0 1/3 4
X:)\l 0 +)\2 0 +)\3 0 +H1 (/) +/u2 5 +
7
0 1 1 1/3 | Z
3 0 0 [ 3
1 2 0 0
tpz | 2 dpa | P s | o2 | ks
0 1 2 0
3 3
0 0 3 B



El punto X = (1,1,1,2) se puede representar como una combinacién lineal convexa de los

puntos extremos mas una combinacién lineal no negativa de las direcciones extremas asi:

1 0 0 0 5 0
1 0 1 0 2 4
= — 3 7
] I U I e P R I IR / +
1
2 0 1 1 1 1
1 1
tlo e slol |3
HL G| F0] | +5] 2| +0
3 2 5 0
0 0 5 :



CAPITULO 3

EL METODO SIMPLEX

3.1 Puntos Extremos y Optimalidad

Realmente, si un PL tiene solucién 6ptima entonces un punto extremo de ese PL es una solucién
6ptima ?. Cudndo existe solucién éptima (limitada) para un PL ? Esas son las preguntas mas
importantes que intentaremos responder en esta seccion.

Teorema 1: Existencia de solucién 6ptima finita.

Si la regién factible de un PL es no vacio, entonces existe una solucién 6éptima finita para
el PL < cd;j > 0 para j = 1,2,..,[, donde dy, ds, ..., d; son las direcciones extremas de la region
factible. En caso contrario, esto es, si existe un ed; < 0 entonces la solucién 6ptima del PL es
ilimitada.

Teorema 2: Muestra que un punto extremo es solucion éptima de un PL.

Si existe solucion 6ptima para un PL entonces un punto extremo del PL es una solucion
optima del PL.

Observacion: Este teorema no dice que un punto extremo es solucion tnica del PL, dice que si
un PL tiene solucién 6ptima entonces con seguridad un punto extremo es una solucién 6ptima
del PL. Asi, existe también la posibilidad de que exista un 6ptimo que no es punto extremo.

Sea el siguiente PL:

min cx

5.a. (3-1)
Ar =0b
2> 0 } =
Sean X1, g, ....., T puntos extremos de S.
dy,ds, .....,d; direcciones extremas de S.

77



Entonces, desde que cualquier punto x € S puede ser representado en funcién de los puntos
extremos y direcciones extremas de S, entonces cualquier x puede ser escrito asi:

(

k l
v = Niwj+ Y _pd;
7=1 7j=1

res={2AN=1 (3.2)

\

;>0 j=1,2,.,1

Entonces el PL en (3.1) puede ser transformado en otro PL equivalente y mas simple de
resolver y en funcién de las variables A\; y ;. Asi, tenemos el siguiente PL:

min  cx
s.a.

En este problema (cxz;) y (cd;) son parametros, cuyos valores son conocidos para un PL
particular, y las variables o incégnitas de (3.3) son los A\; y p;. En (3.3) las restricciones son
muy triviales.

Observaciones: En (3.3) se tiene:

1. Si algln parametro del tipo c¢d; < 0, entonces el minimo de (3.3) es ilimitado = —oo.
Como p; > 0, entonces si algun cd; < 0 el correspondiente j1; puede ser arbitrariamente
grande.

Conclusiodn:
Para que (3.3) tenga solucién 6ptima finita = todos los ed; > 0 j = 1,2,...,0. y los
correspondientes p; son hechos iguales a cero en el proceso de minimizacion.



Ese raciocinio es una forma de probar el Teorema 1.

2. Suponer que todos los c¢d; > 0 — éptimo finito.

En este caso la solucién éptima de (3.3) es bastante sencilla de determinar. Se hace y1; =0
para todos los cd; > 0.
k
Como Z)\j = 1 entonces el éptimo sucede asignando el valor maximo de A; = 1 para
=1
aquel \; que tiene el menor coeficiente (cx;), ya que cualquier distribucién diferente de
los A; produce un valor no 6ptimo.

Hi = 0V Cdj Z 0
6ptimo = ¢ A, =1 para aquel (cz;) menor
Aj=0V j#Fp

Ap = 1 identifica el punto extremo xz, correspondiente a una solucién éptima. Ese
raciocinio es una forma de probar el Teorema 2.

3. Qué ocurre si mas de un coeficiente (cxz;) tiene el menor valor ?

Si, por ejemplo, existen 2 coeficientes con el menor valor, entonces en este caso existen
dos A\, = 1 identificando 2 puntos extremos como soluciones 6ptimas.

Aqui realmente existen multiples soluciones éptimas. Si existen soluciones 6ptimas en-
tonces el conjunto de soluciones 6ptimas es dado por el conjunto de combinaciones con-
vexas de tales puntos extremos, mas una combinacion lineal no negativa de las direc-
ciones extremas que satisfacen cd; = 0. Este hecho esta relacionado con la observacion
realizada al teorema 2.

Ejemplo 1: Sea el PL mostrado también en la figura 3.1:

min cx
s.a.
—Z1 + T2 S 2
—21 + 229 <6
T Z 0
i) Z 0

Este problema sera analizado para 4 diferentes tipos de funciones objetivo tales como:

1. Caso 1: min x; —3xe;  c¢=[1,-3]
2. Caso 2: min 4z, —x9; ¢ =[4,—1]
3. Caso 3: min x; —x9;  c=|[1,—1]

4. Caso 4: min x; —2x9; ¢ =[1,-2]



Figura 3.1: Representacién gréafica del PL

Como los puntos extremos y las direcciones extremas no dependen de la funcién objetivo
(dependen solamente de las restricciones), entonces los siguientes puntos extremos y direcciones
extremas son comunes para todos los casos:

T = [ 0 Ty = [ 0 T3 = l 2 ] < Puntos extremos.

dy = (1) ] dy = ? ] < Direcciones extremas.

Por lo tanto, cualquier punto factible del problema puede representarse de la siguiente forma:

xr = )\1.’L'1 + )\2.’L‘2 + )\31‘3 + Mldl + M2d2



[t e 1] 3] -

1. Caso 1: Muestra una solucién ilimitada

cmlz[l —3][8]:0 c:@:[l —3][3]:—6 c:c3:[1 —3][?1]:—10

cd1:[1—3][(1)]:1 cd2:[1—3]“]:—1

Observacion: Como cdy = —1 < 0 entonces el PL es ilimitado !

Asi, el PL equivalente del problema anterior es el siguiente:

min 0)\1 — 6)\2 — 103 + M1 — U2
s.q.

AM+X+A3=1

Aty A2, A, i, e > 0

La solucion 6ptima es —oo ya que el valor de ps puede crecer libremente conduciendo la
funcién objetivo = —o0.

2. Caso 2: Presenta una solucién unica

cx1:[4 4][8]:0 cx2:[4 —1“3]:—2 cx3:[4 —1][?1]:4

cdy = | 4 —1]“)]:4 cdy = | 4 —1]“]:7

Entonces se tiene el siguiente PL equivalente:
min 0y — 2o + 43+ 4py + Tpo
s.a.

M+ +A3=1
)\17)‘27)‘37M17M2 Z 0

El 6ptimo trivial exige que :

pr=pp =0, A\ =A3=0= Ay =1



Solucién 6ptima:

—2)y = —2, que corresponde al punto extremo x,.

Cr2 = [ 4 -1 ] l (2) ] = —2 <= Solucién 6ptima; Punto 6ptimo: 2™ = 9 = [ (2) ]

3. Caso 3: Presenta un conjunto de soluciones éptimas entre 2 puntos extremos éptimos

cxlz[l —1][8]:0 cx2:[1 —1][8]:—2 cx3:[1 —1][421]:—2

cd1:[1—1}lé]:1 cd2:[1—1]lﬂ:1

Entonces se tiene el siguiente PL equivalente:
min 0y — 2\ — 2A3 + g + po
s.a.
)\1 + )\2 + )\3 - 1
)\17 )‘27 )‘37 M1, 2 Z 0

La solucion 6ptima exige que: p; = ps = A = 0y que:
{ Ay =1 = x5 es el punto extremo éptimo

también puede suceder lo siguiente:

{ A3 =1 = x3 es otro punto extremo 6ptimo

o mejor todavia podemos generalizar la forma matematica de la solucién 6ptima:

)\2 - (S
d € [0,1] representa el conjunto de soluciones 6ptimas

Verificacion:

cx = ¢[0xy + (1 — §)xs] = dcxg + (1 — 0)cxy = —20 — 2(1 —0)
cxt = —20 —2+2) = -2 = cx = —2 <= soluciéon éptima.



4. Caso 4: Presenta soluciones 6ptimas alternativas definidas por un punto extremo y un
rayo extremo

cxlz[l —2][8]:0 cx2:[1 —2][8]:—4 cx3:[1 —2}[421]:—6

cd1:[1—2}“)]:1 cd2:[1—2][ﬂ:0

Entonces se tiene el siguiente PL equivalente:

oa- — 6ptimo: — 6
)\1 + )\2 + )\3 - 1 P '

)\17 )\27 )\37 My f2 Z 0
Solucion optima trivial: pu; = u, =0, A\ =Xy =0
{ A3 = 1 que identifica el punto x3 como punto extremo éptimo }

Sin embargo, como puede observarse en el grafico, cualquier punto definido por el punto
extremo x3 y el rayo extremo dy también es un punto 6ptimo del PL. Tal como puede ser
observado en el siguiente procedimiento:

aj,:x3+9yd2 QVZO
cr = cr3+60,cdy = —6+00, = -6 —= cx = —6 = z es solucién optima del PL
Observacién: z' es éptimo solamente porque c¢dy = 0, en caso contrario no podria

corresponder a una solucién 6ptima.

7 / , . . .
Asi, un punto x es Optimo alternativo si ese punto puede ser representado como una
combinacion convexa de los puntos extremos, mas una combinacion lineal no negativa de
las direcciones extremas d; que satisfacen cd; = 0.

3.2 Soluciones Basicas Factibles y su Equivalente con
Puntos Extremos

Solucién basica factible, es aquella que corresponde a un punto extremo.

Teorema 3: La correspondencia entre puntos extremos y soluciones basicas factibles.



El conjunto de puntos extremos es equivalente al conjunto de soluciones basicas factibles
(SBF) desde que la regién factible sea no vacia.

Definicién de SBF:

Sea el sistema:

{ ‘i”“";ob (3.4)

donde la matriz A tiene dimensién m x n, el vector b es de dimensién m y rank(A,b) =
rank(A) =m

Entonces es posible hacer el siguiente arreglo:

:[] 4=[B[N

TN

donde B,y tiene inversa y Ny,x(n—m) €s la matriz no bésica.

En estas condiciones:

[ B N][iﬂ:bjBxBJrNxN:b

rp =B ' — B 'Nay (3.5)

e Una solucién bésica para el sistema (3.4) es aquella obtenida haciendo xy = 0 en (3.5) y
resolviendo el sistema resultante empleando:

Irp = Bilb

e Una solucién de (3.4) es llamada de solucién bésica factible, si después de seleccionar un
zny = 0 en (3.5) el sistema resultante produce la siguiente solucién:

rp=B'>0 (3.6)

Asi en el sistema anterior son definidos los siguientes conceptos:
B — Llamada matriz basica o base

N = Llamada de matriz no basica

rp = Vector de variables bésicas

xxy — Vector de variables no basicas



xp > 0 = SBF no degenerada. Si algin componente de xp es igual a cero, entonces es
una SBF degenerada.

A continuaciéon mostramos una forma algebraica de determinar SBF de un PL, o sea, una
forma de determinar los puntos extremos de un PL.

Ejemplo 2: Sea el siguiente PL:

min cx
s.a.
—Iy + 29 <2
- + 2£U2 S 6
= S
T Z 0
T Z 0

Encontrar las SBF de S.

Para que S asuma la forma {Az = b; x > 0} efectuamos la siguiente transformacién
equivalente:

( —21 + 29+ 23 =2
—21+ 229+ 2x4=06
x120
.’L‘QZO
.’17320
£U4ZO

S —

En el sistema anterior, las 2 primeras ecuaciones corresponden a hiperplanos y las 4 sigui-
entes a subespacios.

Sistema Az =b 7

T
-1 110 e | |2 B -
l_l 2.0 1] 7 _lG]irank(A’b)—fank(A)—m—2
Ty

Existen 4 vectores columna en A y solamente 2 vectores forman una base B.

Entonces el nimero de candidatos a la base puede ser obtenido de:

4\ _ 4432
2 ) T 2mr T ol

Asi, existe un maximo de 6 candidatos para entrar a la base y algunos de estos candidatos
conducen a SBF.




Observacion: Inversa de una matriz de 2x2:
Si A= [ 11 Qa12 ] . B=Al~=— [ Q2o  —Q12 ] <L>
Qo1 Q29 —Q91 Q11 VAN

A = aj1a92 — 12091

Candidatas a SBF:

1.
RE -1 1] L [-21
xB_[xQ]jB__—l 2_:>B _l_l 1]
o, [ =201 21 [2
rp=B"0=1 1 11|6|= |4

Entonces se obtiene:

el 0]

Entonces se obtiene:
PR T . —6
B T3 - —4
o T o -1 0 -1 _ -1 0
O R R e

o1, |10 A N

vp =B b‘l—1 1|6~ | 4

Entonces se obtiene:

m= | = T 20 v e 2] =)0 | = woessan

X4

<0y a;N:l“]:lO]:(noeSSBF)



[
[

e[ ne[1

1
.’L’B—Bilb: [ 0 %
L =3 ]
Entonces se obtiene:
T 3
=[] = ey s

1 0

$B:Blb:[_2 1

Entonces se obtiene:

Observacion: De 6 candidatas existen 3 SBF.

Ii)-

Ol



En E* las soluciones bésicas factibles son las siguientes:

NN OO

8

[\e}

I
N OO

8

w

I
SRS

Que proyectadas en E? producen los puntos:

NHESHERN

Que corresponden a los puntos extremos mostrados en la figura 3.1.

Observacién: La estrategia mostrada en este ejemplo es la forma méas adecuada para
encontrar los puntos extremos de un conjunto convexo, asi como para determinar las direc-
ciones extremas, recordando que una SBF es equivalente a un punto extremos y que los puntos
extremos de D son direcciones extremas de X (o S).

Forma alternativa de verificar soluciones béasicas y soluciones basicas factibles.

En este caso mostramos una estrategia geométrica para encontrar los puntos extremos de
un PL, o sea también es una forma de determinar las SBF de un PL.

Usamos la figura 3.2 para analizar esta forma alternativa:

A cada restriccion estd asociada una variable (aquella variable que asume el valor de cero
cuando la restriccién estd activa y llamada variable de holgura). Asi por ejemplo:

—T1 + Tg+ T3 = 2 <= x3
—x1 4+ 229 + 14 =6 <= 14
1> 0«1
Ty > 0 <= 19

Graficamente, las soluciones basicas corresponden a la interseccién de 2 hiperplanos del
grafico y las lineas (hiperplanos) que se intersectan corresponden a las variables no bésicas. En
el grafico, se pueden verificar las 6 soluciones bdsicas y una vez determinada la regién factible,
se pueden verificar las 3 soluciones bésicas factibles (SBF).

Ejemplo 3: Presencia de SBF degenerada: Ver figura 3.3.

Considere el siguiente conjunto poliedral S.

—Iy+ 23 <2
—21 + 229 <6
To < 4
:1:120
ZL‘QZO



X2

X3 =0 b x2=0 o
<o

Figura 3.2: Anélisis alternativo de SBF y SB (soluciones basicas)

Introduciendo variables de holgura se obtiene:

—ZL‘1+ZL‘2+$3:2

-1+ 229+ 2x4=06
S = To+ x5 =4

.leo

.’L‘QZO

El punto extremo A es un punto extremo degenerado o equivalentemente una solucién basica
factible degenerada, ya que para una base que identifica esa SBF, existe una variable bésica
con valor igual a cero.

Mostremos que existen 3 matrices bésicas (base B) identificando el mismo punto extremo o
SBF y también que la SBF es degenerada.

Variables basicas y no bésicas: xy, xa, x3, T4, T5.

o
Il
|
S =
N =
c o~
o = o
— o o



X2

Punto extremo

@ degeza:o

© €

S ’

Figura 3.3: Presencia de SBF degenerada

1. Caso 1: Con z, z2 y 3 en la base:

~1 1 1 0 —1 2
B=|-120|=B'=]|0 01
010 1 -1 1
T 0 —1 2 2 2 0
tp= |12y | =B'b=]0 0 1 6 |=1|4 ;$N:[x4]:[0]
T3 1 -1 11/|4 0 5

La anterior corresponde a una SBF degenerada ya que la variable basica x3 = 0

2. Caso 2: Con x1, 9 y x4 en la base:

~1 10 10 1
B=|-121|=B'!= 00 1
010 11 -1
T -1 0 1 2 2 0
gp= |2 |=B=| 00 1]||6|=|4] : xN—[i?’]:lol
T4 -1 1 -1 4 0 b

La anterior corresponde a una SBF degenerada ya que la variable basica x4 = 0



3. Caso 3: Con x1, x2 y x5 en la base:

110 2 10
B=|-120|=B'!'=|-1 10
01 1 1 -1 1
7 2 1 07[2 P
gp=|m |=B%=| -1 10]||6|=|4] ; xN—[x3]:lOl
s 1 -1 1|14 0 o 0

La anterior corresponde a una SBF degenerada ya que la variable béasica x5 = 0

Conclusidén: Las 3 bases que fueron seleccionadas conducen al mismo punto extremo o
a la misma SBF":

&
I
cC ook

Que corresponde a una SBF degenerada, ya que existe una variable bésica con valor igual
a cero.

Prueba del Teorema 3: Correspondencia entre puntos extremos y SBF.

“ Un punto de S es una solucién bésica factible (SBF) < este es un punto extremo”.

Sea el PL:

min  cx
s.a.

Axr =b
>0 }<:S rank(A) =m
Prueba:=— Sea x un punto extremo de S entonces x es una SBF de S.

Si x es punto extremo, entonces 3 n hiperplanos activos en x. Como Ax = b aporta
m hiperplanos activos LI, entonces del conjunto x > 0 (que corresponde a n subespacios),
una parte correspondiente a (n-m) hiperplanos debe estar activo en x para que existan los
n hiperplanos activos que caracterizan x como punto extremo. Llamemos a esos (n-m) = p
hiperplanos activos como zy = 0, lo que implica que el sistema { Ax = b ; zxy = 0 } tiene
solucién unica y es igual a x. Ahora sea N las columnas de las variables en x y B las columnas



restantes de A asociadas a las otras variables llamadas xz. Como Ax = b puede ser escrito en
la forma { Bzp + Naxy =b } y con zy = 0 se tendrd una solucién igual a z, entonces B es
invertible y ademaés de eso:

zp =B >0 vaque x>0€S

T = l B >0 ya que es factible [es punto extremo de S]

TN

Por tanto, como
{a:N:0 Y xB:B’leO}ifesunaSBFdeS

Prueba: <= Si z es SBF de S = x es un punto extremo.
Por la definicion de SBF:

{x:le] A:[B N]ixB:BlenyN:0}
TN

Sin embargo, esto implica que en x existen n hiperplanos activos [Ax = by xy = 0] LI
siempre y cuando exista B~!. Por lo tanto, si n hiperplanos LI estan activos en x, entonces x
es un punto extremo.

Observaciones:

1. A cada punto extremo estd asociada una SBF y viceversa

2. Pueden existir varias bases, (B), representando un mismo punto extremo o SBF. En este
caso existe una SBF degenerada donde mas de n hiperplanos estan activos en x. El
nimero adicional de hiperplanos activos indica el grado de degeneracion de x.

3. Si existe mas de una base representando un punto extremo, entonces ese punto extremo
es degenerado; lo contrario no siempre es verdadero, o sea, si un punto extremo es degen-
erado, no necesariamente existe mas de una base representando ese punto extremo.

Ejemplo 4: El siguiente ejemplo ilustra la tercera observacion.

T+ a2 +a3=1

—r1+T9+ax3=1
S = 37120

ZL‘QZO

ZL‘320



Intentemos resolver el siguiente sistema:

21+ Ty + s = 1 T3 =0 2 =0
_lx +2x _1_333__1 }:> T1+xe=1-9 = se obtiene:{ xo=1-—9¢
1 2 3= —r1+a9=1—-90 T3 =16

Ahora se regresa al problema original:

0
El punto x = | 1 | (encontrado con § = 0) es un punto extremo degenerado o SBF degenerada.
0

En este punto, estdn activos 4 hiperplanos [ 21 = 0, z3 = 0, ademads de las dos igualdades].
Sin embargo, esa SBF tiene una tinica base.

B = [ _1 1 ] de A= l _i 1 1 ] no es posible encontrar otra base.

Al T . .
rp = Yy xp= tienen la misma base.
o) T3

Ademas, x5 y x3 no pueden conformar una base ya que sus columnas son LD.
Este es un caso tipico donde una SBF (o punto extremo) degenerado tiene una tnica base.

Este hecho ocurrio porque la solucién del sistema Ax = b exige que ;1 = 0 y no existe méas
rank completo con las columnas restantes. Si este no fuese el caso, entonces un punto extremo
degenerado tendria mas de una base.

Teorema 4: Existencia de SBF

) Arx =10
Sea el sistema: z>b } «~—S

Si S es no vacio, entonces existe por lo menos una SBF.

Prueba 7 Usando la prueba del teorema general de la representacién del capitulo anterior en
que fue mostrado que el conjunto S tiene por lo menos un punto extremo, entonces se concluye
de forma trivial que S no puede ser vacio.

Si S es no vacio entonces tiene por lo menos un punto extremo y como a cada punto extremo
estda asociada una SBF entonces S tiene por lo menos una SBF.



Importante:

1. Un punto extremo es una solucién éptima de un PL si ese éptimo existe.
2. Los puntos extremos corresponden algebraicamente a las SBF.

3. Las soluciones bésicas factibles (SBF) [o los puntos extremos] son finitos y limitados por:

() =t

Es una buena idea intentar determinar la solucién éptima de un PL enumerando (listando)
todas las (SBF) del PL y verificando cual de estas presenta el valor minimo (éptimo) del PL 7.
La respuesta es negativa por los siguientes motivos:

1. Las SBF (o los puntos extremos) son finitos, a pesar de esto, generalmente asumen un
nimero muy alto.
2. No es posible saber si el problema es ilimitado.

3. Si S fuese vacio, ese hecho solamente es descubierto después de analizar todos los can-
didatos a SBF.

Estrategia adecuada: El método simplex !

3.3 El Secreto del Método Simplex: La Capacidad de
Verificar si una SBF (Punto Extremo) es Optima

Suponer que se tiene disponible una SBF: Como verificar si esta es 6ptima o no 7
Sea el PL:
min cx

(PL)<{ s.a. Ax =b
z >0

Siendo A una matriz m x n y de rank igual a m.

B~ ]

Sea la solucién basica factible conocida: T = l 0

Con un valor de la funcién objetivo dado por :

to(@) =@ = en ex ] [ B_lb] — cuB ' (3.7)



B

Donde 7 = l ] y cp representa los coeficientes de costo de las variables basicas

TN

Si T es SBF entonces para una deduccion general tenemos que:

x>0 y xnxy >0 yaqueT es factible.

AT:b:>[B N] [iB]:b:>Bx3+Na:N:b
N

zp =B 'b— B 'Nxy (3.8)
Irp = Bilb — ZB’laja:j (39)
JER
rp = Bilb — Z(yj)a:j (310)
JER

Donde R es el conjunto de indices de las variables no bdésicas.

En (3.9) y (3.10) tenemos que: a; = son las columnas de N y y; = B~ 'a;.

Tm+1
Tm+2
Nxy = py1 Qpio ... an]

Tn

Nxy = i1 Tmy1 + Qpa2Tmae + ... + e, =— Ny = Zajxj
jER

La funcién objetivo en la forma general es:

dr)=co=]cp ey | l ]:chBHNxN

De (3.9) se obtiene:

z2(x) = cs[B™'0 = Y B aja;] + enan
jER



2(z) = cpB7'b— Y cpB lajz; + > ¢jw;

jER jER
z=2,— Y (25— ¢j)z; (3.11)
JER
Donde: z, = cgB™'b y  z; = cgB7lq,

Con estas modificaciones se tiene el siguiente (PL) equivalente:

(min z2(z) = z,— Y (27 — ¢j)z;
JER
s.a.
(PLE) > (y)wj +xp = B (3.12)
jER
T >0 Vj €ER
B Z 0

En (3.12) las variables basicas aparecen simplemente como variables de holgura, asi en (3.12)
se pueden eliminar las variables basicas y tener el siguiente PL equivalente:

(min z = z,— Y (27— ¢;)z;
JER
s.a.
PLE 3.13
(PLE) > )z < B (3.13)
JER
L T >0 Vj €ER

El PL (3.13) estd representado en un espacio reducido, en el espacio de las variables no
bésicas p = (n-m).

(2; — ¢;) son conocidos como coeficientes de costo relativo.
Entonces: La SBF actual es 6ptima 7
La SBF actual es 6ptima si:
(Zj - Cj) S 0 \V/j €ER (314)
Porque en este caso, el 6ptimo de (3.13), llamado z*, es igual a:

2" < zp < z(x) (3.15)
Conclusién: 3 una forma adecuada para descubrir si una SBF es éptima o no 6ptima !

1. Si (2 —¢;) <0 V; € R = La SBF actual es 6ptima. Mds importante todavia es
constatar de que esa conclusion es encontrada analizando solamente el punto extremo o
SBF representada por B (sin analizar explicitamente los otros puntos extremos).
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2. Si algin (z; — ¢;) > 0 = El incremento de esa variable z; de su valor actual de cero,
permite disminuir la funcién objetivo actual.

Ejemplo 5: Verificar si un punto extremo (SBF) es 6ptimo o no.

Dado el siguiente PL (el mismo del ejemplo 2 donde ya fueron encontrados todos los puntos
extremos y sus respectivas bases):

min 4x; — Ty

s.a.
—Z1 + T2 S 2
- + 2[1)2 S 6
T Z 0
i) Z 0
. . . 2 2
Verificar si las SBF correspondientes a los puntos extremos: x3 = l A ] Y To = l 9 ]

satizfacen la condicién de optimalidad.

El ejemplo anterior es transformado en una forma més adecuada:

min z = 4x; — 1

s.a.
—X1 +To+2x3=2
—21+ 229+ 2x4 =06
1‘120
.’EQZO
1‘320
£U4ZO

1. El punto extremo x3 es 6ptimo 7




je R=R = {34}

2= cgB b= [ T 3][2]:4

s =cgBlay = =7 3] H] = T= (m—c3) =(-T—0)=—7

0

z4:cBB*1a4:[—7 3}[1

]:3:>(Z4—C4):(3—0):3

Como (24 — c4) > 0 entonces x3 no es un punto extremo éptimo.

nema- [ 208 -[2]
w=ra=[ 2 4] [0] =[]

Entonces tenemos que:

min z = 4+ Trs— 31,
S.a.
—2.’1?3 + x4 S 2
(PLE) eyt <4
I3 Z 0
Ty Z 0

Como puede ser observado en el (PLE), z, = 4 no puede ser la solucién éptima del PL,
ya que incrementando el valor de z; de su valor actual de cero, es posible obtener un
z(z) < 4. Entonces x3 no es un punto éptimo del PL original.

2. El punto extremo x5 es 6ptimo 7

g;B:[xZ]; xN:l“]; cs=[-10]; ex=[4 0]

X3

B:[; H:B—l:l_; H;R:{l 3}



5 =cpB oy = ~1 0][(1)]:—1:(,23—@3):(—1—0):—1

Como (z; —¢j) <0 V; € R = x5 es un punto extremo éptimo del PL. Esta afirmacién
puede ser verificada observando el siguiente PLE:

minz = —2+43x1+ x3
s.a.
—r1 + w3 <2
(PLE) T1 — 2r3 <2
T Z 0
T3 Z 0
Es evidente que el éptimo del (PLE) es z* = -2 y las variables z; y x3 deben permanecer

en sus valores actuales de cero.

3.4 Motivacion Geométrica del Método Simplex

En la ecuacién (3.13) se puede llevar a cabo una interpretacién geométrica interesante. En el
espacio de las variables no basicas, la regién factible es determinada por la interseccion de n
semiespacios, m de los cuales estan asociados a las restricciones de desigualdad y las otras p =
n - m relacionadas con las restricciones de no negatividad [z; > 0].

Asociado con cada semiespacio, existe una variable que asume el valor cero cuando el hiper-
plano asociado al semiespacio esta activo. En (3.13) estas variables son las variables bésicas
en el caso de las restricciones de desigualdad y las propias variables j € R en el caso de las
restricciones x; > 0.

Grafiquemos el caso (1) del ejemplo 5, cuya representacién gréfica se muestra en la figura
3.4.
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X 4
n=4
o) te s deb X3 =0 : m=2
aramente se debe - -
=(-m)=2
pasarde vi a v2 L. / p=(n-m)
y estamos en €l optimo.
V2
C
- _ V1 X3
X2=0 X1=0 ¢ X4 =0

7 7

Figura 3.4: Interpretacion geométrica del simplex.

Analicemos ahora un caso mas general mostrado en la figura 3.5 donde:
n=6;m=4p=2yR={12}y porlo tanto xp = { x3, x4, 25,26 }

La region factible es definida por restricciones de la forma: z; > 0; j = 1,2,3,4,5y 6.

La SBF actual es el vértice definido por vy y cada vértice es determinado por la interseccion
de p = 2 hiperplanos LI donde las variables asociadas a estos hiperplanos son variables no
bésicas.

Ejemplo 6:
Analizando puntos extremos y una trayectoria simplex:

En v, las variables no basicas son z; = 0y 3 = 0. v3 es un vértice degenerado. Existen 3
hiperplanos activos y por lo tanto, 3 bases: {x,zs, x¢, x3}, {21, X2, Ts, 4}, {21, T2, 76, 5}, las
cuales son bases en vs.

En v;: existen p = 2 hiperplanos activos y dos variables no bésicas [z, z5]. Manteniendo
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X2

V3
X5 =0

7

LXZ:O V 5 X1

Figura 3.5: Caso general de interpretacién geométrica

(p - 1) de esos hiperplanos activos, es posible desplazarse en la direccién factible del hiperplano
relajado, siguiendo un rayo con vértice en v;. Existen p rayos posibles. Asi con (p -1) =1, a
partir de v; se puede incrementar x;, manteniendo x5 = 0, en la direccién del eje x,, cuando

la funcién objetivo varia en la razén 83—;1 = —(21 — ¢1) < 0. La misma situacién es posible
manteniendo z; = 0 e incrementando x5 en la direccion del eje x5, cuando la funcién objetivo
varia en la razén 86—;2 = —(23 — ¢3) =T < 0. Por lo tanto, ambos rayos presentan direcciones

atractivas de movimiento. Suponer que seleccionamos la segunda opcién. La direccion es
factible a través de una arista, ya que existen (p - 1) hiperplanos LI activos. Este movimiento,
que debe ser lo maximo posible, ya que ¢, es una constante negativa, es bloqueado por el
hiperplano z3 = 0 en v3. Asi en vs existen p hiperplanos activos LI, los (p -1) que estaban
activos en el desplazamiento a través de la arista y el nuevo hiperplano activo x3 = 0. v, es
un punto extremo adyacente de vy, ya que ambos tienen en comin (p - 1) hiperplanos activos.
En vy, x1 y x3 son las variables basicas y en este punto fue realizada una iteraciéon o pivot del
simplex. El paso de v; a v, produce un cambio de variable en la base: x5 entra en la base y x3
sale de la base.

En v;: Variables basicas {x3, x4, 25, 26} y variables no bésicas {z, z5}.

En wvy: Variables basicas {xq, x4, x5, 26} v variables no bésicas {1, z3}.
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r9 = es la variable que entra en la base
r3 = es la variable que sale de la base o variable de bloqueo.

En v3: No es posible el movimiento inverso ( conduciria a la disminucién en la calidad de la
funcién objetivo que corresponderia a un incremento en el proceso de minimizacién) y por lo
tanto, el inico camino posible es a través de 3 = 0 que conduce a una disminucién de la funcién
objetivo [ observe la direccién de —¢|. Este desplazamiento es bloqueado simultaneamente por
2 hiperplanos [z4 = 0 y x5 = 0]. Se selecciona x4 = 0 como hiperplano de bloqueo, entonces x4
sale de la base y ahora z3 y x4 son variables no basicas.

Manteniendo x4 = 0 debemos intentar incrementar el valor de x3 ya que esta alternativa pro-
duce una disminucién de la funcién objetivo [ observe —¢ |, sin embargo este posible movimiento
es bloqueado por el hiperplano x5 = 0 antes de que el movimiento sea iniciado. Asi x5 sale de
la base y z3 entra en la base y las nuevas variables no bdsicas son {4, z5}. A pesar del cambio
de base, se mantiene el mismo vertice v3. Ese paso pivot que produce un cambio en la base
para otra adyacente mas en el cual el punto extremo no cambia es conocido como un paso pivot
degenerado.

Los pasos pivot degenerados son indeseables en PL, ya que no producen disminucion en la
funcién objetivo y pueden producir el fenémeno llamado de ciclaje.

Con x4 y x5 como variables no bésicas en vs, se mantiene x5 = 0 y se incrementa x4 hasta
alcanzar v4 donde el desplazamiento es bloqueado por el hiperplano xzg = 0, asi en vy, x4 sale
de la base y x4 entra en la base.

En v,: variables bésicas {x1, z9, 3, x4} y variables no béasicas {zs, x¢}.

En v4 no existe un desplazamiento a través de los 2 rayos posibles que mejoren la funcion
objetivo [ observe —¢ ]. Entonces vy es un punto extremo éptimo.

Importante: Ver figura 3.6.

En vy el cono poliedral definido por vy y los rayos definidos por los hiperplanos z5 = 0 y
zg = 0 { 2 rayos} identifican a v4 como punto éptimo del poliedro y ademds de eso, ese cono
poliedral contiene toda la regién factible del PL analizado.

El camino seguido a través de vy, vy, v3 y v4 €s conocido como trayectoria simplex.

Simplex 7

Un simplex en p dimensiones es la cobertura convexa de un conjunto de (p + 1) puntos no
coplanares en EP, esto es, de puntos que no estan en el mismo hiperplano en EP. Por lo tanto,
para p = 1 el simplex es un segmento de linea, para p = 2 es un tridngulo y para p = 3 es un
tetraedro como es mostrado en la figura 3.7.

Asi, dada una base que identifica un punto extremo, se debe analizar a la regién factible
representada por el espacio de las variables no bdsicas. Asi, la cobertura convexa del vértice
actual y p puntos que estan en las direcciones extremas definen un simplex en EP ya que
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es optimo para el cono
poliedral y parael PL
analizado.

Figura 3.6: Cono poliedral

el cono poliedral generado a partir del vértice identifica las direcciones y comprende toda la
region factible del PL. Por lo tanto, examinando esas direcciones el método simplex verifica si
el vértice actual es 6ptimo o si existe una direcciéon que permite encontrar otro vértice mejor
que el vértice actual.

Método simplex = examina un simplex, después de otro, y en cada caso verifica si el
simplex actual es 6ptimo o no.

¢ 9 .

Figura 3.7: Simplex parap=1,2y 3
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3.5 Una Iteraciéon del Método Simplex: Analisis Alge-
braico.

Consideremos el PL representado en el espacio de las variables no bésicas.

min 2 = z,— Y (2 — ¢;)x;
jeR ~
s.a. > (yj)zj+xp =0 m hiperplanos

=
ey (3.16)
zj >0V,€R = p = (n - m) semiespacios que estian activos
xp >0 = m semiespacios con hiperplanos no activos

En la SBF actual 3, n hiperplanos activos [ los m hiperplanos de las restricciones de igualdad
y los p = (n - m) hiperplanos activos de los z; V; € R |.

(a) La SBF es 6ptima ?

Tj = 0 Vj €ER
st (2j—¢;))<0V;€R=— ¢ zp=b=B"'b
Es solucién 6ptima del PL.

(b) Sila SBF actual no es éptima, entonces debemos pasar a una SBF adyacente que permita
disminuir la funcién objetivo:

Si en la SBF actual estdn activos p hiperplanos del tipo z; = 0; j € R entonces una SBF
adyacente tiene (p -1) de esos hiperplanos activos.

Estrategia para encontrar una SBF adyacente: Relajar (liberar) uno de los hiperplanos
activos dentro de los p activos del tipo z; = 0, esto es, un hiperplano de los p hiperplanos
dejard de ser activo. Sea xz, = 0, el hiperplano activo que sera relajado. Entonces
manteniendo los otros (p -1) hiperplanos activos [z; = 0] podemos incrementar el valor
de x; de su valor actual de cero, hasta el maximo posible. Este incremento es hecho a
través de un desplazamiento por una arista. El crecimiento de x; es bloqueado en algin
momento porque algin de los subespacios xg > 0 se torna activo, esto es, un hiperplano
del conjunto xp > 0 queda activo. Sea xp, ese hiperplano que queda activo, entonces
zp, = 0. En este punto, existen nuevamente n hiperplanos activos [ los m hiperplanos
que siempre estan activos, los (p -1) que fueron mantenidos activos y xzp, = 0 que queda
activo |. Entonces este nuevo punto es una nueva SBF que es adyacente a la SBF anterior.

En esta parte la variable x; que era no bésica [ 2 = 0 ] pasé a ser basica [z #0 ]y
una variable bdsica [ zp, | que era normalmente # 0 se transforma en no bdsica [ zp, =0
|. Este paso, de una SBF para otra SBF adyacente, es concida como una iteracién del
método simplex.
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Una iteracion del simplex: Es el paso de una SBF para otra SBF adyacente donde el
cambio de base consiste en el paso de una variable bésica [ xp, | para no bésica y de otra
variable no bésica que pasa a ser basica | zy, |.

! .
B =[api,aps,...,apy,...,0pn| <= base antigua

"

B = [(J,Bl, aB2,...,ABr_1, 0k, ABr41,-- -, a'Bm] <— base nueva

Cual variable no bésica debe ser escogida ? Que hiperplano debe ser relajado ?

Dentro de los z;, V; € R se selecciona una que debe producir una disminucién de la funcién
objetivo, esto es, se selecciona un xg, k € R tal que :

(Zk — Ck) >0 (317)
y de preferencia aquel que sea el mas positivo entre todos los candidatos:
(Zj—Cj) >0;7€R

Sea xj, la variable no bésica cuyo valor actual de cero puede crecer y todas las otras variables
no bdsicas permanecen en el valor actual de cero. Entonces en (3.16) tenemos:

2=z, — (2K — Cr)xy (3.18)
y ademads:
[ ap1 ] _§1W _ylkw
T2 by Yok
=+ |- x
TRy b, Yrk b
_me_ _Em_ _ymk_

que es equivalente a:
rB1 = 91 — Y1kTk
T2 = by — yopy

(3.19)

Tpr = by — Yrkdk

\ £Bm — bm = YmkT
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Cual variable basica llega primero al valor de cero, cuando x; aumenta de su valor actual
de cero ?

Solamente aquellas variables basicas que tienen y;; > 0 pueden disminuir de valor. Obvi-

amente la primera variable basica que llega a cero es aquella que tiene la menor relacién yb—l

Asi, la primera variable basica que llega a cero se denomina xp,, entonces,

i

xBrixk—%—lgiém{ﬁ, yik>0} (320)

Si la SBF actual no es degenerada, entonces b, > 0 y como (2 — ¢x) > 0 entonces la nueva
funcién objetivo disminuye asi:

b,
2=2,— (2 — cx)— < 2 (3.21)
Yrk

Por lo tanto, en la nueva SBF, existe una disminucion de la funcién objetivo.
T, que era basica pasa a ser no bésica.
Z) que era no basica pasa a ser basica.

En la nueva SBF tenemos que :

aj‘Bi :_El—ﬁgr 7;:1,2,....,m 1757“

Todos los otros x; =0

T, es también llamada variable que sale de la base o variable de bloqueo.

x) es también llamada variable que entra en la base.

Ejemplo 7: Sea el siguiente PL:

min z = 4z — T9
s.a.

—X1 +To+2x3=2
—x1+229+ x4 =06
£U120
.’L‘QZO
.’17320
£U4ZO
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x _|
"ol -1 1
Muestre que la SBEF: - :>B:[_1 2]
x3
N —
_l‘4_

no es optima y realice una iteracion del simplex para una SBF adyacente.

Este problema ya fue representado en el espacio de las variables no basicas para la SBF
mencionada, obteniéndoce el siguiente PL equivalente (ver ejemplo 5 - parte 1):

min z = 44 Tr3— 31y
s.a.
234+ T4 +71 =2
—X3+Ta+x0=4

x3 >0 } No bésicas, con valor

x4 >0 actual igual a cero
1 >0 -

Basicas
i) Z 0 }

Observe que la variable bésica x; aparece solamente en la primera restriccién y la variable
bésica x, aparece solamente en la segunda restriccion.

De las variables no bésicas [x3 y x4] seleccionamos x4 para entrar a la base, ya que (z4—c¢4) =
3 > 0 y mantenemos la otra variable no bésica en su valor actual de x3 = 0.

Entonces tenemos:

T | |2 B 1 T1=2— 24 _
[%2]_[4] [1]x4:>{x2:4—$4 :>ZL'4—2

Al incrementar el valor de x4, entonces x; llega primero al valor de cero.

b
}:2:—1:£U4:>£U4:2

2 4
1 Y14

min {I’

x1 = 0 = pasa a ser la nueva variable no basica
Nuevos valores: < x9 = 2

x4y = 2 = pasa a ser variable basica

Funcién objetivo: z =2, — (za — 1)z =4 —(3)(2) = 2= 2= -2 < 2,
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Entonces pasamos a una SBF nueva con menor funcién objetivo: z = -2 < 2, =4

Nueva SBEF": xB:[m] xN:[xI] B:[O 1]

i) T3 1 2

Ahora como obtener el (PLE) en el espacio de las nuevas variables no béasicas ? Pivotage !

El nuevo (PLE) debe estar representado solamente en funcién de las nuevas variables no
bésicas x; y w3. Esta transformacion puede ser conseguida realizando el pivotaje. Pivotaje
consiste en eliminar, por operaciones elementales de fila, la nueva variable bésica x4 de la funcién
objetivo y de la segunda restriccion y asi, en el nuevo (PLE), x4 deve aparecer solamente en
la primera restriccién (en substituciéon de z; que era la variable bdsica anterior). El (PLE)
antiguo tiene la siguiente forma:

min z = 44 Tr3— 314
s.a.
De (PLEl) —2.’173 + x4+ = 2
—X3+Ta+ a0 =4
T1,T9,x3,Tq >0

Ahora, multiplicando la primera restriccon por 3 y acrecentando en la funcion objetivo, y
multiplicando la primera restriccion por -1 y acrecentando en la segunda restriccién obtenemos
el nuevo (PLE) equivalente:

min z = —243x+ 13
s.a.
De (PLE2) T — 2.’173 + x4 = 2
—X1+ T3+ a2 =2
Ty, T2, 23,24 2 0

Observe que en este nuevo (PLE) las variables basicas aparecen (cada una de ellas) en una
tnica restriccion.

El nuevo (PLE) es éptimo!

Interpretacion de (z; — ¢)

(2 — ¢x) > 0 es el criterio para que una variable no bésica sea seleccionada como candidata
para entrar en la base.

Sabemos que la funcién objetivo asume la siguiente forma: z = cgb — (21, — cx)xg

donde:

m
2, = cpB 7y = cpyp = ZCBiyik (3.23)
i1
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donde cp; es el coeficiente del costo de la i-esima variable bésica.

De (3.19) observamos que si x; aumenta en una unidad entonces, todas las variables bésicas
varian en una cantidad igual a yi, Yok, ..., Yme (particularmente cuando y;; > 0 las variables
bésicas disminuyen). Por lo tanto, la economia resultante de la variacién de xj en una unidad
es igual a:

Yik m
Nz = CBAZL‘B = [ CBl1 CB2 ... CBm ] = ZCBiyik (324)
Ymk =1
Que es exactamente igual a (3.23). Asi, z; representa la economia obtenida al incrementar

x; en una unidad. Por otro lado, el incremento de la variable no basica en una unidad, produce
un incremento en la funcién objetivo igual a ¢.

Entonces : (zp — ¢x) representa la economia neta en la funcién objetivo al incrementar xy
en una unidad. Entonces, si (zx — ¢;) > 0 existe una disminucién de la funcién de costo al
incrementar xy.

1. (zx — k) > 0 es ventajoso, ya que produce disminucién de z.

2. (zr — ¢x) < 0 no es ventajoso, ya que produce incremento de z.

3. (zr — ¢x) = 0 no produce cambio en z.

Ahora suponer que z; es una variable basica

Suponer que xj, es la t-ésima variable basica entonces, xp = T ¢ = Cpy; A = apy.

Entonces:
0
0
2k = cgB7lar, = cy B 'ap, ademés se tiene que: B lag, = | 1 | <1t
0
L 0]

2k = cpey = cpr = (2, —¢) = (cpr —cp) =0

Asi, para todas las variables bésicas:

(2 —cx) = (e —ep) =0 = (cpi —cpi) =0
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Vea lo siguiente:

ej =1Ie;=(A""A)e; = A7 (Ae;) = Ao, = A la; =€, yaque Ae; =aj

Cambio de base y variable de bloqueo

De (3.19) se puede observar ficilmente que si la variable no bdsica xj incrementa de valor,
de su valor actual de cero, entonces las variables basicas cambian de valor de acuerdo con los
valores de . Si yi tiene componentes positivas, entonces las variables basicas asociadas a ese
elemento de y; disminuyen de valor. En este contexto, xx no puede incrementar su valor de
manera indefinida, ya que esas variables basicas con y;;, > 0 asumirian valores negativos. Asi, el
maéximo incremento de xy esta limitado (controlado) por la primera variable bésica que asume
el valor de cero. Esta variable basica x g, es llamada de variable de bloqueo. Asi, xg, sale de
la base y z; entra en la base produciéndoce el cambio de base.

3.6 Criterio de Parada del Método Simplex: Existe
Soluciéon Optima o el Problema es Ilimitado

Ya sabemos pasar de una SBF para otra SBF adyacente. Este paso que es un cambio de base,
es realizado introduciendo una variable no bésica en la base y removiendo otra variable de la
base. Asi tenemos:

1. Variable que entra en la base: xy

Una variable xj con : (zp —cx) >0

2. Variable que sale de la base: zp,

Determinada por:

B_T min { b;

e 1<i<m %:yi”o}

En la tentativa de cambio de base, pueden ocurrir dos situaciones muy importantes que nos
permiten terminar el proceso:

1. Fue encontrada la solucién 6ptima del PL:
Si (Zj—Cj)SO \V/jER

Esto es si todos los (z; — ¢;) de todas las variables no bésicas no son positivos = fue
encontrada la solucion éptima del PL.
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2. El problema es ilimitado:

Suponer que seleccionamos un xy con (zp — ¢x) > 0 para entrar en la base. Sin embargo
ocurre que todos los y;; no son positivos, esto es: yr < 0.

En este caso xj, puede incrementar indefinidamente, ya que ninguna variable basica llega al
valor cero, o sea, no existe variable de bloqueo. = el problema es ilimitado. Analizamos
con mas detalle estos dos casos.

a) Cuando existe solucién 6ptima finita

Del (PLE) tenemos que:

(min 2z = z,— Y (2 — ¢)x;
jeR
s.a.
(PLE) > (y;)z; +xp =D (3.25)
jeR
Z; >0 V]- €ER
B Z 0

De (3.25) es facil verificar que si (z; —¢j) < 0 V; € R entonces, la SBF actual es 6ptima,
ya que no es posible disminuir el valor de Z. Asi, el 6ptimo es:

A pesar de esto, existen dos posibilidades:

a) Solucién 6ptima tdnica:
Si todos los (z; — ¢;) < 0 V; € R, entonces 3 solucién éptima tnica.

b) Soluciones 6ptimas alternativas:

Si existe por lo menos una variable no bésica x, con: (zx — ¢x) = 0, entonces es
posible encontrar una solucién 6ptima alternativa con la entrada de z; en la base
que produce la misma funcién objetivo asi:

z2=12— (2K — Cp)xp = 2o — Oxf = 2,

x En este caso, todos los puntos que unen los dos puntos extremos de las corres-
pondientes SBF son tambien 6ptimos alternativos.

« En general en E™ pueden existir varias variables no bésicas con (z — ¢x) = 0
produciendo cada una de ellas una SBF éptima alternativa.



Ejemplo 8: Verificar que el siguiente PL tiene 6ptimo finito tnico.

min z = 4z — 29
s.a.

—X1 +To+2x3=2
—ZL‘1+2.'172+.'174:6
.’17120
ZUQZO
£U320
£U4ZO

Emplear la SBF siguiente:

B=[a ay] g;B:[“] g;N:l‘”l] R=1{1, 3}

(1) = [ -1 0][:”— ~ 3 (21— 1) <0
(3 —cs) = | =1 0][(1)]— =1 o (z3—33)<0

Entonces la SBF analizada es un 6ptimo tnico del PL.

Ejemplo 9: Verificar que el siguiente PL tiene soluciones 6ptimas alternativas:

min z = I — T2
S.a.

—[L‘1+ZL'2+.'L‘3:2
—[L‘1+2.'L‘2+.'174:6
.’17120
ZUQZO
£U320
£U4ZO

114
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Emplear la SBF siguiente:

B=[a, ay] :rB:[Z] :rN:[Z] R={1,3} cz=[-1 0]

(;1—c1) =] —1 0][:”—1:1—1:0 (z1—¢1) =0
(3 —cs) = | =1 0}[”—0:—1 o (z3—23)<0

Como (2; —¢; <0 V; € R = la SBF actual es éptima.

Sin embargo como (z; — ¢;) = 0, entonces puede existir una SBF 6ptima alternativa que
puede ser encontrada cuando x; entra en la base.

Cual variable basica bloquea la evolucion de zq 7

weoa=[ 0[] ]

Como 191 = 1 entonces la variable basica x4 bloquea el incremento de z; y la proxima
SBF adyacente 6ptima alternativa tendra la siguiente base:

o)
rp —
T

Ejemplo 10: Verificar que el siguiente PL tiene soluciones éptimas alternativas, sin
embargo existe solamente una SBF 6ptima.

min z = I, — 2%9
s.a.

—2T1 +To+2x3=2
—.’L‘1+2.’L‘2+ZII4:6
:1:120
.I'QZO
.I'gZO
l‘420

Emplear la SBF siguiente:

B=[a a | xB:[’“] xN:lx?’] cs=[1 -2] R={3 4

T2 Ty
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1
(2 —cs) = | 0 —1][01—0:0 (25 — ¢3) = 0
0 (24 —¢4) = =1
(24—04):[0 —1] 1 —0=-1 4 4
Como (23 —¢3) =0y (24 — ¢s) = —1, entonces la SBF actual es éptima. Sin embargo,

como (z3 — ¢3) = 0 entonces existen soluciones éptimas alternativas. Podremos intentar
encontrar otra SBF éptima cuando x3 entre en la base.

Cual variable basica bloquea el incremento de x3 7

wea= 2 1][3] <[ 2]

Pero como no existe ninguna variable bdasica para bloquear la evolucién de z3, ya que
todos los y;3 < 0 entonces existe solamente una tnica SBF éptima (la actual).

Por lo tanto, todos los puntos encontrados para cualquier x3 > 0 tambien es éptimo
alternativo del PL.

Todos los puntos de la forma: x'B = rp — Y33 son Optimos.
r 2 . —2 s r 2+ 2.’1?3
A 1 | P TTIBT | 44y

2"‘2[1)3

4+.’L‘3 ]+0$3:2+2$3—8—2$3:—6

z:cBa:;3+03a;3:[1 —2][

z = - 6 corresponde al 6ptimo de la SBF (tnica analizada).

En la SBF 6ptima actual tenemos que :
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Observacion:

En el ejemplo 9 [Soluciones 6ptimas alternativas y dos SBF éptimas| también todos los
puntos en la arista que unen ambas SBF son soluciones éptimas alternativas. Veamos:

ro 2 -1 r 2—|—ZU1 . . T2
(1 R b (R ]

Cuando z; = 2, x4 bloquea z1, y tenemos la otra SBF, ademas para 0 < x; < 2 también:

Z:CBiU’B—i-CliUl:[—l 0][2+x1]+$1:—2—$1+$1:—2

2 — T
7, = - 2 correponde a la soluciéon 6ptima de la SBF.
. ' 241 ., ..
Para cualquier punto: =, = 5 _ 0 < 21 < 2, el valor de la funcién objetivo es
— I

la misma que corresponde a la solucién éptima de las dos SBF 6ptimas.

Cuando el problema es ilimitado

Cuando es seleccionada una variable zy, con (z — ¢;) > 0 para ser candidata a entrar en
la base y acontece que : y; < 0 entonces el problema es ilimitado, ya que en este caso no
existe variable basica de bloqueo, esto es, cuando x; se incrementa, todas las variables
bésicas aumentan de valor (y;; < 0) o permanecen sin cambiar de valor (y;; = 0), sin
embargo ninguna de ellas disminuye de valor.

De las restricciones de (3.25) tenemos que:

rp = B7'b — yp1y (3.26)

Como y, < 0 entonces todos los elementos de zp se incrementan o permanecen igual.
Particularmente, z; puede crecer indefinidamente y asi el objetivo:

2 =2, — (2k — ¢x)x, = —00 cuando zp = oo problema ilimitado

De (3.26) y colocando todas las variables del problema, vemos que el problema es ilimitado
desplazandoce a través del rayo.

[ B~ ] __ykw
0 0
0 :
T = , +|
: T - iUkZO
0
L 0 0

con el valor de 1 en la posicién k.



Entonces tenemos:

B~'b —Uk |
0 0
0 Es la SBF actual y : Es la direccion
T, = . vértice del rayo d= 1 del rayo
0 :
L 0 0
Se puede verificar que ed < 0 {significa problema ilimitado}:
T
0
cd = [ cp CN ] 1 = —cpyp+ k= —2r +cx = — (2 — Cx)
. 0 -
cd = —(zx — ¢) mas como (zx — ¢x) > 0 = cd < 0.

Ejemplo 11: Verificar que d es una direccién de x = {x: Ax =b; x >0 }.

El conjunto de direcciones de X es dado por :

—Yk m
0 1
AdzO _ : 2
D={d: d>0 d= 1 3
d+ 0} LS
6 n—m
Veamos que d satisface D:
]
0
AE:[B N] 1 :—Byk+ak:—B(B_lak)—i—ak:ak—akzo
. 0 -

Entonces : Ad = 0.
d >0 7? si, es evidente porque y;, < 0.

110
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d # 0 también puede verificarse en forma trivial.
Entonces, d € D y podemos afirmar que d es una direccién de D.
d es una direccién extrema de X?. La respuesta es afirmativa también.

Basta mostrar que d es un punto extremo de:

Ad=0

d>0

d+#0
di+do+...+d, =1}

D ={d:

Esto es, que n hiperplanos de D estdn activos en d. Realmente en d estdn activos n
hiperplanos:

1. m hiperplanos de Ad = 0
2. (n-m) - 1 hiperplanos del tipo d; = 0 [ ver la estructura de d |.

3. El hiperplano de normalizacién que siempre es satisfecho. Asi, tenemos m + [(n -
m) -1] + 1 = n hiperplanos activos = d es punto extremo de D.

Ejemplo 12: Verificar que el siguiente PL es ilimitado.

min z = I — 3Ta
s.a.

—[L‘1+ZL'2+.’173:2
—x1+229+ x4 =06
x120
ZUQZO
.’17320
.’17420

Emplear la SBF siguiente:

B=[a a | a;B:[””] a;N:l“] cp=[1 -3] R={34)

T2

[-1110 B [-11 Lo [-21
A‘l—1201] B=|a GZ}_l—l 2] = B _l—1 1]
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(s =) = [ 1 _2}[(1)]_02 (25— c3) > 0
(24—04)2[1 —2]“]—0:—2 (22 —c4) <0

Como (23 — ¢3) > 0 entonces x3 es candidata a entrar en la base. Ahora calculamos ys.

SERDEEE
Como y3 < 0 entonces el problema es ilimitado.
T 2 2
T = iz = g + } w5 o 13> 0
Ty 0 0

Entonces el rayo en E? es el siguiente:

3.7 El Método Simplex

Sea el PL:

Algoritmo Simplex:

Paso inicial: Escoger una SBF inicial con base B. ( En el siguiente capitulo se analiza este
asunto en detalle).

Paso principal:

1. Resolver el sistema Bxp = b, o sea, calcular 2z = B~'b = b.

Entonces: zp = B~'b=0b, sy =0y 2(z) = cprp
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2. Resolver el sistema wB = cp, o sea, calcular w = cgB~!. w es conocido como vector
multiplicador simplex.

Calcular los coeficientes de costo relativos:
(zj —¢j) =wa; —c¢; VjER

R es el conjunto de indices de las variables no bésicas.

Sea:

max
(2 —cr) = ieR (2 — ¢j)

(a) Si (2 — ¢x) < 0 = pare porques la SBF actual es é6ptima.

(b) En caso contrario ir al paso 3 con zy siendo la variable candidata a entrar en la base.
3. Resolver el sistema By, = ag, o sea, calcular y, = B 'a.

(a) Si yr < 0 = pare porque el problema es ilimitado. Es ilimitado a través del

rayo:

, b -
x:l0]+le‘zklxk; x>0
(b) En caso contrario ir al paso 4.

4. xp entra en la base. La variable basica xp, que debe salir de la base es encontrada usando
la prueba de la razén minima:

Bo_ o (B
ye 1Si<m |y ik
Actualizar la base B donde a; debe substituir ap,, actualizar también el conjunto R y
regresar al paso 1.

Observaciones:

1. Modificaciones si el problema es de maximizacion:

Un problema de maximizacion puede ser transformado en un problema de minimizacién
multiplicando la funcién objetivo por -1.

maz  f(z) <= —[min — f(z)]

Otra alternativa consiste en modificar el criterio de optimalidad. Asi, en el problema de
maximizacién si:

(2, — ¢) > 0 = pare

porque la SBF actual es éptima. En caso contrario, seleccionar un zj, con el (2; —¢;) més
negativo.



14U

2. Puede ser probado que el algoritmo simplex converge en un ntimero finito de pasos.

Teorema 5: Convergencia finita del algoritmo simplex.

En la ausencia de degeneracién (y asumiendo también existencia de factibilidad) el algoritmo
simplex termina (converge) en un nimero finito de iteraciones después de encontrar una SBF
optima o identificando el problema como siendo ilimitado.

En cada iteracién, si no existe degeneracion, la funcién objetivo disminuye en:
Tk (Zk — Ck) >0

asi, en cada iteracién, se pasa de una SBF para otra SBF con menor valor de la funcién
objetivo y como el nimero de SBF es finita entonces el proceso termina en un nimero finito
de iteraciones.

Cuando existe degeneracion puede suceder el fenémeno llamado de ciclaje, sin embargo este
problema también puede ser eliminado facilmente.

Ejemplo 13: Resolver el PL:

min z(x) = Ty — 2%y
5.a.
—T1+ X9 + T3 = 2
—I +2.’L‘2+.’L‘4 =6
T1; X5 3,4 > 0

A:[al a2 as a4]:[:} ; (1) 2]

Paso inicial: Escogemos una SBF trivial: (En el siguiente capitulo se presentan vérias formas
de encontrar uns SBF inicial).

B:[ag a4]:[(1) (1)] con' B'=B=1

Paso principal:

1 Calcular las variables basicas y la funcion objetivo:

xB:lii] xN:lxI] c5=[0 0] ev=[1 -2] R={12}



141

2 Verificando optimalidad:

w=epB =0 0][T]=[0 0]

zl—clzwal—clz[o 0][:}]—1:—1:>z1—01:—1

1

ZQ—CQZU)CLQ—CQZ[O O][Q

] —(—2):2:>22—62:2
como zy — ¢ = 2 > 0 entonces la SBF actual no es éptima. x5 es el unico candidato a
entrar en la base.

3 Actualizar la columna de x, y verificar si el problema es ilimitado:
1
Rl _ —
Y2 =B a2—02—[2]

y el problema no es ilimitado (por ahora) y existe cambio de base.

4 Encontrar la variable que debe salir de la base:

by b 2 b
min{—, =} = min{= 9} =9 = L

; =2
Y12 Y22 12 Y12

Por lo tanto, la variable basica x5 debe salir de la base y R = {1, 3}.

1 Calcular las variables basicas y la funcién objetivo:

B |10 4| 1 0
B—[ag a4} :>B—[21] — B —l_Qll

xB:l‘”Z] xN:lxI] cg=[-2 0] ey=[10] R={13}

Ty T3
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2 Verificar optimalidad:

(\]

P o][ ! 2]:{_2 0]

—1

Zl—clzwal—clz[—Q 0][_1

]—1:1 no es 6ptimo =—-z; —¢; =1

1

Z3—03:wa3—03:[—2 O][O

] —0=—-2= 23 —c3=—2
como z; — ¢ = 1 > 0 entonces la SBF actual no es éptima. z; es el unico candidato a
entrar en la base.

3 Actualizar la columna de x; y verificar si el problema es ilimitado:

e I

y el problema no es ilimitado (por ahora) y existe cambio de base.
4 Encontrar la variable que debe salir de la base:
b

Y21

2
min{I}:2:> =9

Por lo tanto, la variable basica x4 debe salir de la base y R = {4, 3}.

1 Calcular las variables basicas y la funcién objetivo:

B (-1 1 Lo [-21
B—|:(1,1 (1,2] :>B—[_1 2] — B —[_1 1]

xB:l"“] xN:l“] cg=[1 -2] ex=[00] R={43}

T T3
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2 Verificar optimalidad:
w=cpB~ =1 —Q]lj ”:[0 -1 |

1

0]—0202>23—03:O

zg—cgzwag—cgz[() —1][

z4—c4:wa4—c4:[0 —1][?]—0:—1:>z4—c4:—1

como los 2 coeficientes de costo relativos son < 0 entonces la SBF actual es éptima y el
algoritmo termina encontrando una solucién 6ptima finita.

Solucion del problema:

T 2
x 4
N = z(z") = -6
I3 0
T4 0
Observaciones:
1. Como (23 — ¢3) = 0 entonces existen soluciones éptimas alternativas. Si intentamos

colocar z3 en la base (intentando realizar més una iteracién simplex) entonces sucederia

lo siguiente:
-2 1 1 -2
—_ -1, _ —
S Y FI R

que indica que no existe bloqueo y por lo tanto no existe otra SBF éptima, mas todos los
puntos del siguiente rayo son soluciones 6ptimas alternativas:

<0

x3; 23>0

O = =N
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2. La clave (y la parte dificultosa) del algoritmo simplex es conocer la matriz B~".

3. En este processo siempre, en cada iteracion, son usados los datos originales del problema:

{A,b,c}.

4. Existe necesidad de formular un esquema que no necesite calcular B! explicitamente en
cada iteracion.

3.8 El Método Simplex en Formato de Cuadro: Primera
Forma Sistematica de Resolver un PL

Observacién: En cada iteracion en la solucién de un PL se resuelve el siguiente sistema:

B.’L’B =b
wB = cp (3.27)
By = ax

La forma de resolver y actualizar (3.27) en cada iteracién lleva a una versién diferente del
método simplex.

Sea el PL:

min z(x) =  cx
s.a.
e (3.28)

z >0

Conocida una base B y una SBF xp, entonces (3.28) puede ser transformado en el siguiente
PL equivalente:

min z =
s.a. z—cgrp —cyry =0
Bz + Nzy =0 (3.29)
B Z 0
N Z 0

De la restriccién Bxg + Nxy = b tenemos:

rp =B ' — B 'Nay (3.30)

y multiplicando por cg tenemos:

cCprp = CBBilb — CBBilN.TN (331)
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substituyendo cpxp de (3.31) en z — cprp — cyzy = 0 tenemos:

2 —cgB b+ cyB 'Nay —eyzny =0

zZ+ [CBBilN — CN]ib'N = CBBilb (332)

Ordenando (3.30) y (3.32) tenemos:

{ 2+ 0xp + [cg BN — eylzy = cg B~

vp + B-'Nzy = B-'b (3.33)

El sistema (3.33) puede ser colocado en un formato de cuadro de la siguiente manera:

Z TB TN RHS

Z 1 0 CBBle —Cy CBBflb < fila 0

x| 0 I BN B~ < filalam

En este cuadro existe toda la informacién para identificar si una SBF actual es 6ptima o
ilimitada y también las informaciones necesarias para pasar a otra SBF.

En la SBF actual tenemos:

N = 0 I Tm+1
xp =B rp=|: ry = |

— -1
z = CBB b J“m :En

1. ¢gB™'N — Cy suministra todos los (z; — ¢;) Vj € R que son los costos relativos de todas
las variables no bésicas:

cgB'N = wN
wN = [w][a'm—l—la Am+2; - - - a'n] = [Zm-i-la Am+2s - - Zn]
cgB™'N — cn = [(Zms1 — Cma1)s (Bt — Cma2)y - -+ (20 — €4)]

2. B~'N suministra los 3, de todas las variables no bdsicas:

BilN - Bil[a'm—l—laa’m—l—% . 'Ja'n] = [ym+17ym+27 - Yk - 7yn]

Por lo tanto, existe toda la informacién para identificar el criterio de parada y, en el caso de
que exista necesidad de nuevas iteraciones simplex, existe una forma de identificar la variable
que debe entrar a la base y la variable que debe salir de la base. Mas, como actualizar este
cuadro adecuadamente? Cuando existe cambio de base, como actualizar el cuadro de manera
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que sea posible encontrar un nuevo cuadro con la entrada a la base de la variable z; y la salida
de la base de la variable z, 7. Esa transformacién la llamamos pivotaje.

Pivotaje:

Se llama pivotaje al conjunto de operaciones que transforma un cuadro simplex, con una
base conocida, en otro cuadro simplex con la nueva base. Para actualizar el cuadro simplex se
debe realizar las siguientes operaciones:

1. Actualizar las variables bésicas y sus valores.

2. Actualizar los costos relativos (z; — ¢;) de las nuevas variables no bésicas.

3. Actualizar las columnas y; de las nuevas variables no bésicas.

Pivotaje realiza todas estas operaciones simultaneamente. Sea x; la variable que entra en
la base y xp, la variable que sale de la base, entonces la operacion de pivotaje sigue la siguiente
secuencia:

1. Divide la fila r por k.

2. Para las filas ¢ = 1,...,m y @ # r se debe actualizar cada fila 7 adicionando a esa fila
—y;, veces la nueva fila r.

3. Actualizar la fila cero adicionando a ella —(z; — ¢;) veces la nueva fila 7.

Asi, el cuadro resultante ya esta actualizado para la nueva base.

Observaciones: Realizar pivotaje implica que:

1. x4 entra en la base y xp, sale de la base.

2. El lado derecho del cuadro suministra el valor actualizado de la funciéon objetivo y de las
variables basicas. Todas las variables no basicas tienen valor igual a cero.

3. Conocida una base B de una SBF, se puede montar el cuadro en cualquier etapa (cuadro)
del proceso.

Algoritmo Simplex en Formato de Cuadro:
(Problema de Minimizacidn)

Paso inicial: Encontrar una SBF con base B y montar el cuadro inicial.

Z TB TN RHS

Z 1 0 CBBle —Cy CBBflb < fila 0

x| 0 I BN B~ < filalam
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Paso principal:

Sea:

max
(2x — ) = ieR {zj — ¢}

1. Verificar la optimalidad:
Si (zx—cx) < 0 = pare porque la SBF actual es éptima y el proceso termina encontrando
una solucién optima finita.

2. Verificar si el problema es ilimitado:

En caso contrario analizar y:

(a) Siyr < 0= pare porque el problema es ilimitado. La funcién objetivo z disminuye
en la direccion de rayo:

’ B_lb — Yk
= : >
T [ 0 ] + [ en Tk T = 0
donde e, es un vector de ceros excepto en la posiciéon k£ donde vale 1.

(b) Si yr £ 0 entonces determine el indice r de:

b min g,
yrk_lglgm Yik

yik>0}

Pivotar el cuadro usando el pivot y,.

Actualizar las variables bésicas y no bésicas porque zj entra en la base y xp, sale de la
base.

Repetir el paso principal hasta encontrar la convergencia.
Ejemplo 14: Resolver el PL:

min z(x) = T — 2%
s.a.
—T1 +To+2x3=2
—x1+ 229+ x4 =06
—X1; T2, T3, T4 2 0

A:[al az a3 04]:[:1 ; (1) (1)]

Paso inicial: Identificacion de variables y calculos para montar el cuadro inicial. Para iniciar
el processo se debe conocer una SBF inicial (en el proximo capitulo se discute como encontrar
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esta SBF inicial de manera sistemadtica). Escogemos una SBF trivial, aquella formada por las
columnas de z3 y x4. Entonces tenemos:

xBZ[iilﬁB:l(l) (1)]:]:>B‘1:I:>B‘1b:b:[2]

xN:[xllﬁN:[:} ;]:BlN:N

cB:[o 0]; cN:[1 —2}:>CBB’1N—CN:—CN:[—1 2]
CBBilb = CBb =0

Asi, fueron encontrados todos los datos necesarios para montar el cuadro inicial. La tnica
informacion necesaria fue la certeza de disponer de una base B, o sea, de una SBF con base B.

Paso principal: En el cuadro se muestra la evolucion del processo:

z T3 Tsa T X | RHS
z|1 0 0 -1 2] 0
z3 0 1 0 -1 1| 2 |min{3 32}=2
z, |0 0 1 -1 2| 6
z |1 -2 0 1 0| -4
/0 1 0 -1 1| 2 |min{3}=2
z, [0 -2 1 1 0] 2
z|1 0 -1 0 0] -6
T, |0 -1 1 0 1| 4
z |0 2 1 1 0] 2

Asi, del cuadro 6ptimo tenemos la solucion éptima:

{x1:2} — 2" =—6
.’172:4

Observacion: (z3 — ¢3) = 0 significa que existen soluciones 6ptimas alternativas mas
ys = (—1,—2) indica que no existe otra SBF 6ptima.

Observaciones Importantes del Cuadro Simplex

Del cuadro simplex tenemos:
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z=cgB "0 —[cgBT'N —cxlany = cgB7'0 = Y (2 — ¢j); (3.34)
jeR
xp=B"'"0— B '"Nay =B7'b— Y y;x; (3.35)
jER

. De (3.34) tenemos:

0
: _—(Zj—Cj) VJER

o
Asi, es posible disminuir z aumentando z; desde que (z; —¢;) > 0.

. De (3.35) tenemos:

0z Ui 0z Yii

VieR
. También tenemos la siguiente relacion:
m m
By; = a; = a; = Y_apYij = >_ Yijos,
i=1 i=1

que indica que a; es una combinacién lineal de las columnas de B y los y;; permiten esa
combinacion lineal.

. De (3.34) tenemos:

0z 0z
— = Bi1 = —_— = -
% cB w = % w;

donde los w; son los multiplicadores simplex.

Propiedad importante:

Cuando el cuadro inicial es formado por una matriz identidad constituidas por las vari-
ables de holgura con costos iguales a cero, o sea, si en el cuadro original (inicial) se tiene
que: B =1y cg =0 = los valores de w se encuentran disponibles en el cuadro (en
todos los cuadros generados), en la fila cero y debajo de las variables de holgura (variables
bésicas en el cuadro original). Esta propiedad puede ser ficilmente verificada:

Sea la base corriente igual a B (en cualquier cuadro del proceso simplex), entonces en
relacién a los elementos de la funcién objetivo de las variables de holgura (que formaban
la base del cuadro original) y para el cuadro actual con base B tenemos:
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cgB ' I—0=czB '=w

donde [ es la matriz cuyas columnas son las variables de holgura y 0 es el vector de costo
de las variables de holgura.

En otros casos, w no esta disponible en el cuadro simplex y, caso sea necesario, debe ser
calculado usando la relacién w = cgB~'.

. De (3.35) tenemos:

Orp _ p-1 axBi _ -1
i T

donde b;;" es el elemento ij de la matriz B~*.

. La matriz B~! puede estar disponible en el cuadro (en cada uno de los cuadros simplex).

Si la matriz basica (la base inicial) del cuadro inicial es la identidad entonces en cualquier
cuadro posterior cuja base sea B, la inversa de ella esta disponible en el cuadro y son las
columnas que estan debajo de las variables que formaban la matriz béasica inicial.

Vea:

B

I | N <= cuadro original

Si el cuadro actual (vigente) tiene base B, entonces multiplicando por B~! el cuadro
original tenemos:

B

B! B IN <= cuadro actual
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Ejemplo 15: Encontrar las relaciones deduzidas anteriormente para el cuadro 6ptimo del
ejemplo anterior.

En el cuadro 6ptimo del problema anterior tenemos:

T T3
rp = IN =
X2 X4
Entonces tenemos:

=51 welo ]

Con estas informaciones y con el cuadro éptimo del problema anterior podemos encontrar
las siguientes relaciones:

1. Variacién de la funcién objetivo en funcién de variable no bésica:

0z 0z
il < 1
81‘3 81‘4

2. Variacion de variable basica en funcién de variable no bésica:

allfl axl
19 et |
0x3 04
8332 8332
=2 |
8x3 6x4

3. Variacion de la funcién objetivo en funcion del vector de recursos b:

0z 0z
—_— = —_— = —1
oby 0 0bsy

4. Variacion de la variable bésica en funcién del vector de recursos b:

allfl . 81‘1 —1 81‘2 — _9 8:1:2

1 = —= = =1
8b1 abQ abl

by

T e
ob | -2 2
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3.9 Ejercicios Resueltos:

1. Considere el siguiente P.L.:

mazr. T+ 3%y
s.a
Ty — 3[1)2 S 3
—2:12‘1 + X9 S 2
=311 +4xy < 12
3£U1 + X9 S 9
Ty, T2 Z 0

a) Resolver el problema gréaficamente.

b) Identifique los puntos extremos y formule el problema en términos de combinaciones
de los puntos extremos. Resolver el problema.

c¢) Elimine la cuarta restriccién e identifique los puntos extremos y rayos extremos y re-
formule el problema en términos de una combinacion lineal convexa de las direcciones
extremas y una combinacion lineal de direcciones extremas. Resolver el problema.

a) Solucién gréfica del problema

F—= X130 (5

Funcion
A< <---Punto |85 ot
=207 optimo Eﬂs ’A objetivo
- |

X235 0 (6)

Figura 3.8: Representacion grafica del ejercicio 1.

Puntos extremos:

—O'—O'—3'—4/11'—8/5"t’t'
Ty = 9 B = 0 Lo = 0 Tp = 30/11 TR = 21/5 ; g« punto optimo
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El punto extremo E es la solucién éptima del PL.

b) El conjunto X no posee direcciones extremas.

Por lo tanto, cualquier punto  de X puede representarse como una combinacién lineal
convexa de los puntos extremos.

B 0 0 3 4/11 8/5
Cambiamos la funcién objetivo:

max x, + 319 <& — min — x; — 329

Definimos ¢ = [-1 - 3]

P.L. equivalente:

0 0
cm:[—1—3w2]——6, a@_[—1—3H0]:0
4/11
3
cxg=| —1 =3 =-3 ; cxp=|-1 -3 =-94/11
| ]l 0] | | 30/11 /
8/5
crp=[-1 -3 ] = —71/5

21/5

min —6)\1 + O)\Q - 3)\3 - %)\4 — %)\5
S.Q.

P.LE.
)\1+)\2+)\3+)\4+)\5:1

Aj>055=1,2,3,4,5
El 6ptimo trivial exige que se asigne 1 al A con mayor coeficiente negativo.

:>)\5:1;)\1:)\2:)\3:)\4:O
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= funcién objetivo minima = —7—51 = Soluc.: %

Si se prueba la funcién objetivo del PL inicial en el punto E se obtiene:
8 21 71
Z = — 3 —_— = —
(@) =z +3(5) =2

que correponde al valor de la f.0. encontrada para el PLE.

c¢) Eliminamos la cuarta restriccién
= X150 (5

@

6 (3

1 X235 0 (6)
(1)

Figura 3.9: Representacion gréafica de problema eliminada la restriccion 4

El nuevo sistema posee 4 puntos extremos y dos direcciones extremas: di, ds.

Puntos extremos:

0 3 0 1
33,4:[0]; IB:[O]; xC:[Q]Q Tp = %0

Para usar direcciones extremas normalizadas, usamos la expresion

1
d= l ”Lm ] ;donde m es la pendiente de la recta



Las pendientes de las rectas (1) y (3) son: m; = 3/4; mg =1/3
_ YT _ | 3/4
s PSR A

r=ux9+6d, 08>0

rayos extremos:

4/11 4/7
Try = Tp +0Ad1 = |: + 0,4 |: ]
30/11 3/7
3 3/4
.’L‘MZIL‘D—FQBdQ: |: + 03 |: ]
0 1/4

Cualquier punto factible del problema puede definirse como:

xr = )\1:1;‘,4 + )\2.’173 + )\3.’17(; + )\4.’1?[) + Nldl + Mgdg

0 3 0 4/11
r = )\1 + )\2 + )\3 + )\4 +
0 0 2 30/11
4)7 3/4
+ + 2
3/7 1/4 ]
min Z(ca:j))\j + Z(cdj),uj
j=1 =1
s.a.
PLE : k
DA =1
j=1
Aj 2 0; ;=0
L j=1k jg=1,1

1Jd



4/7 3/4
%:}1%] = —13/7; m:}14]
3/7 1/4
Min —3Xy — 63 — (94/11)As — (13/7) 1 — 3/2412

S.a.

)\1+)\2+)\3+)\4:1
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P-LE. )\17)\27)\37)\4 Z 0

i, 2 > 0

Como los coeficientes de p1, 1o son negativos (es suficiente que solamente uno de ellos sea
negativo), el problema es ilimitado!.
1y e pueden aumentar indefinidamente y hacer que la funcién objetivo tienda a 4o0.

En la figura 3.9 se puede observar que la funcién objetivo original tiende a +o0

. En el siguiente sistema:

T+ x+x3 <2
—I +2[L‘2+2[L‘3 S 3
r1, 22,23 < 0

El punto (1/2,1/2,1/2) es factible. Verificar si es solucién bésica, en caso contrario, a
partir de este punto encontrar una solucién bésica factible.

Solucion:
Hiperplanos:
Ty +xo+23 <2 (1)
—$1+2$2+2$3 S 3 (2)
1/2
r=11/2
1/2

El x anterior, es factible, cumple las restricciones, pero no activa ninguno de los hiper-
planos.

Usamos el algoritmo para encontrar un punto extremo de x a partir del punto inicial.
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Escogemos una direccion arbitraria:

1
d= 11
1
Calculamos 7, :
1/2 1
r=11/2 + m|1
1/2 1
Sustituyendo en las 5 restricciones tenemos:
restriccién 1 : (1/247v)+1/2+n)+(1/247)=2 = 1 =1/6
restriccion 2 : —(1/24m)+2(1/24+7)+2(1/24+7)=3 = 1 =1/2
restricciones 3,4,5 : (1/24m)=0 = 71 =1/2
7 =min{l/6, 1/2} =1/6
1/2 1 2/3
El nuevo punto es : | 1/2 + 1/6 1 = 2/3
1/2 1 2/3
El cual activa el hiperplano (1), dnicamente.
Ahora hacemos Gd = 0 para determinar la nueva direccién.
d
Gd=0=1[1 1 1]|dy | =0
ds
=d; +dy + d3 =0
Hacemos dy =0 y do = —1 = d; =1 (observe que tenemos dos grados de libertad, o
sea, estamos escogiendo arbitrariamente dos valores).
= El nuevo punto x satisface:
2/3 0 2/3
r=T+md=1|2/3| + | —1 = 2/3—m
2/3 1 2/34+m
Sustituyendo en las 5 restricciones tenemos:
restriccion 1: 2/3+(2/3—7)+12/3+m)=2 = m»=0
restriccién 2: —2/3+2(2/3 — 1) +2(2/34+n)=3 = 1 =0
restriccion 3: 2/3>0
restriccion 4: 2/3—m1=0 = 1 =2/3

restricciéon 5: 2/3+m =0 = v =-2/3
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7 = min{2/3} = 2/3

0 2/3
+ 2/3| -1 = 0

1 4/3
Hacemos de nuevo GGd = 0 para hallar una nueva direccién.

dy

B 11 1 [ di+dy+ds B 0

-0 = [ 13]-[4] = [*ree] = ]3]
3

2/3
El nuevo punto es: | 2/3
2/3

Este punto activa los hiperplanos (1) y (4)

dedonde: dy=0; di=—dy = d=[-10 1]

El nuevo punto x satisface:

2/3 -1 2/3 —
r=TF4+md=] 0 | + m | 0| = 0
4/3 1 4/3 + M
Sustituyendo en las 5 restricciones tenemos:
restriccion 1: (2/3=m)+0+(4/3+71)=2 = 71 =0
restriccién 2: —(2/3 —m)+0+2(4/3+n)=3 = 1 =1/3
restriccién 3: (2/3—7)=0 = »=2/3
restriccion 4: 0=0
restriccion 5: (4/34+7)=0 = v =-4/3
7 =min{1/3,2/3} =1/3
2/3 -1 1/3
El nuevo punto es: 0 + 1/3 0| = 0
4/3 1 5/3

El nuevo punto activa los hiperplanos (1), (2) y (4) y representa una SBF

1/3
SBF . x = { 0 ]
5/3
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3. En el siguiente PL :

max 10z + 15z9 + dx3

S.a.
23?1 + 22 S 6000
3[1)1 + 3[1)2 + T3 S 9000
T+ 2.’1?2 + 2.’173 S 4000
r1,T9,T3 Z 0

a) Sin usar el método SIMPLEX, verifique si (x4, 1, 23) forman una base 6ptima, siendo
x4 la variable de holgura de la primera restriccion.
b) Usando la informacién de (a), monte un cuadro éptimo de SIMPLEX.

¢) Adicionar una nueva variable al problema: x7, siendo ¢; = 12 y su columna corres-

pondiente [2 4 1]*. La inclusién de esta variable altera la solucién del problema ?
Cual es el nuevo 6ptimo 7

([ min —10x; — 1529 — 53
S.a.
PLE : 2.’171 + To + X4 = 6000
3.’171 + 3.’172 +x3t+a5 = 9000
T1 + 229 + 223 + 16 = 4000
\ ;>0 j=1,6

a) Verificar que (x4, 21, 5) conforma una base éptima

a1 a2 asz a4 a5 Gg

21 0 1 0 O 6000
A=1]13 3 1 0 1 0 b= | 9000
1 2 2 0 0 1 4000

1
B=|0 3 3 ;cB:[o ~10 —15};(;N:[—5 0 0
0 1 2

Para que sea base 6ptima:

Zi—¢;<0;j=356y B=b>0; (Z;—c¢;) paraj=35,6 = cgB 'N —cy

a3 a5 Qg

1 -1 1 0 0 0
B?t=1]0 2/3 —-1|; N=|1 10
0 —-1/3 1 2 0 1
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cgB'N= [0 —10 —-15]|0 2/3 -1 || 1
0 —-1/3 1][2

cgB™'N —cy =[-35/3 —5/3 —5]—[-5 0 0]

20
cgB™'N —cy = [_3 —5/3 —5]
Por lo tanto:
Z3 —C3 = —20/3
Z5 — Cy = —5/3
Zg —Cg — —5

Cumple optimalidad. Todos los (Z; —¢;) <0
1 -1 1 6000 1000
b=B'%=|0 2/3 -1 9000 | = | 2000
0 —1/3 1 4000 1000
b > 0 cumple factibilidad.
En consecuencia: (x4, 21, z3) conforma una SBF éptima

b) Cuadro éptimo del SIMPLEX:

cpB7'N —cy = =20/3 —5/3 —5 |

1 -1 17700 0 1 -1 0
B'N=|0 2/3 -1 11 0|=|-4/3 2/3 -1

0 —-1/3 1][2 01 5/3 -1/3 1

1 —1 1776000
esB™'b=[0 10 15| 0 2/3 —1 || 9000 | =—35000
0 —1/3 1] | 4000

1 -1 1 6000 1000
B'b=10 2/3 -1 9000 | = | 2000

0 —-1/3 1 4000 1000

0 0
1 0][35/3 -5/3 =5 |
0 1

17U
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Cuadro 6ptimo SIMPLEX:

Z | xp TN rhs
Z 1110 CBBle— CN CBBflb
xp| 0| I B~'N B~'b

Z x4 T X9 T3 Ty g RHS
Zl1 0 0 0]-20/3 -5/3 -5]-35000
x40 1 0 O 1 0 1 1000
z |0 0 1 0] -4/3 -1/3 -1 2000
210 0 0 1 5/3 2/3 1 1000

¢) Adicionamos x7 ; c; =12 ;a7 =[2 4 1]

Se altera la solucién ?

ay Gz a3 Q4 G5 Gg a7

2 1 0 1 0 0 2 6000
A=13 3 1 0 1 0 4 1]; b=/ 9000

1 2 2 0 0 1 1 4000

Respecto al ejercicio en la parte b, no cambian los valores de B; B~ !; ¢p ; b; por tanto
B~'b se conserva y se mantiene la factibilidad.

Se conserva optimalidad 7

Los coficientes de costo relativo de las variables no basicas x3, x5 v g también no se
alteran porque son encontradas usando la relacion:

c; =cgB™a; — ¢

y esos valores no fueron modificados para esas variables.

La nueva variable x; puede alterar la solucion 6ptima si su coeficiente de costo relativo
es positivo para la base que representa el cuadro 6ptimo del problema original.

El coeficiente de costo relativo de x7 es el siguiente:

Cr = cBB’1a7 — C7

1 -1 1 2
c;= [0 =10 —15] |0 2/3 -1 4| —(-12)==1/3
0 —-1/3 1 1
Observe que fue colocado ¢; = —12 porque en el cuadro simplex el problema es de

minimizacién. Como ¢; = 1/3 > 0 entonces el nuevo cuadro simplex no es éptimo.
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Al cuadro SIMPLEX de la parte b le agregamos (z7 — ¢7) en la fila de Z y en la columna
y7 (ya calculada), en el cuadro parcial de ¢;:

-1

yr = B lar = 53

-1/3

Nuevo cuadro SIMPLEX:
J

Z T4 T1 X T3 Ts X T rhs
Zl1 0 0 0 |-20/3 -5/3 -5 1/3|-35000
2410 1 0 O 1 101 -1 1000
< z,/0 0 1 0 -4/3 2/3 -1 5/3 2000
|0 0 0 1 5/3 -1/3 1 -1/3 1000

Entra: la variable no bdsica con mayor coeficiente de costo relativo POSITIVO: z; — 1/3

Sale: a variable basica que tenga yi > 0 y el menor b;/y;. Sélo x; tiene y; > 0 (5/3)

Pivote: 5/3
Z Ty T T xT3 X5 Teg X7 RHS
Z |1 0 -1/5 0 |-96/15 -9/5 -24/5 0 |-35400
z,|0 1 3/5 0 1/5 -3/5 2/5 0 2200
zz |0 0 3/5 0 -4/5 2/5  -3/5 1 1200
x| 0 0 1/5 1 7/5 -1/5 4/5 0 1400
El cuadro es 6ptimo:
Ty 2200
SBF o6ptima= | x7 | = | 1200
Funcién objetivo 6ptima = -35400
4. Para el siguiente PL:
max 2z, + 1229 + Tz3
5.a.
2:1)1 + 2:1)2 + T3 S 4000

Z1,T2,T3

>0
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Un cuadro 6ptimo con x4 y x5 como variables de holgura es:

Z x4 3| x x9 w5 | RHS
Z11 0 012 2 7128000
|0 1 01]-3 -1 -2| 2000
310 0 1 2 2 1] 4000

0Z 0z
a) Calcular by y b

b) Suponga que b, cambia de 4000 para 4000 + A; Cual es la variacién permitida (A)
para mantener optimalidad en la base escogida.

¢) Encontrar explicitamente el valor de Z en funcién de A.

a)

8z iz | _ -1 _
[51;1 6b2}_CBB =w

Estos valores también se encuentran en el cuadro 6ptimo debajo de las variables
de holgura z4 y 5.

by b3 Ca C3
1 2 4|1 =2 cg = [0 7]
DR B P
Wy Ws
w0 7] =l 7]
Porlotanto:gTleo; (‘55722:7

b) by cambia de 4000 para 4000 + A ;
Cual debe ser el valor de A para conservar optimalidad 7
Solucién:
Al afectar b, no se afectan los coeficientes de costo relativo: eg B™'N — ey, pero
si se puede afectar la factibilidad: B=1b* > 0

~ o [1 =27[100007 [ 2000
b=15 b_[o 1 || 4000 |~ | 4000

Cambiamos by — b3

B*:B‘lb*zll —2“ 10000] :l2000—2A]

0 1 4000 + A 4000 + A

Para que b > 0,
2000 —2A >0 y 4000+ A >0,
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A <1000 y A > —4000

A permitido: | —4000 < A <1000 |

¢) Encontrar explicitamente el valor éptimo de Z en funcién de A.

“1px « 2000 — 2A
Zan) = cgB ) :wb:[O 7][4000+A]

[Z(a) = 28000 + 7A |

Como —4000 < A <1000 = 0 < Za < 35000

5. El siguiente cuadro corresponde a un problema de maximizacion:

max 2x; — 3xy, con Variables de holgura x3, x4, y restricciones del tipo <.

a) Hallar a,b,c,def,g
b) Escribir el sistema original
. 0z 0z 6z Oz
c¢) Calcular: s BB Basy T
d) Decir si el cuadro es éptimo.
Z|x3 x | xy x4 |rhs

z|11]f b 1 g 6
23 0| 1 ¢ | 0 1/5] 4
211010 d| e 2 a

a) De acuerdo al SIMPLEX, en el cuadro anterior:

f=0,b=0,¢c=0y d=1, por que x3 y x; forman la base

El nuevo cuadro queda:

Z|xz3 x| z2 w4 | RHS
Z11]10 0 1 g 6
z3[ 0|1 0| 0 1/5 4
;0] 0 1 e 2 a

Puesto que B~! aparece debajo de las variables de holgura si las restricciones son <
y los b > 0, del cuadro:
Bl l 1 1/5 ]

0 2
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Por lo tanto

B=(B")"= lag 116;/1120 ]

En B, cada columna representa el vector a; de la base formada por x5 y ;.

En consecuencia, en la matriz A solo se desconoce as

a1 Qg aza4

At e 1o
- 1/2 ¢ 0 1

la columna de z5 la llamaremos [ p ¢ |

Funcion de costo relativo:

C3 C1 1 1 0 Cy C4
N o=t g] =0 2] [ §][2 0] 15 o]
Resolviendo tenemos:
1 gl = [4¢+3 4]

En consecuencia: g =4, q = —%

El vector b original no se conoce, lo denominaremos:

=[]

Por lo tanto: cgB~'b =6 (funcién objetivo)

11 by 3
5 = = _

Adem3s :

37

En consecuencia: a =2b, =3 y b + b — = p = o

5

Finalmente:



CAPITULO 4

DETERMINACION DE UNA SOLUCION BASICA
FACTIBLE INICIAL Y ANALISIS DE
CONVERGENCIA DEL METODO SIMPLEX

4.1 Discusion sobre una Base Factible Inicial

Motivaciéon: El método simplex necesita de una SBF inicial para iniciar el proceso de opti-
mizacion.

Estrategia: En la formulacion normal del simplex la estrategia fundamental consiste en
encontrar una base inicial factible y esa base inicial debe ser una matriz identidad. Si en
el problema no existe una matriz identidad como base inicial entonces la metodologia simplex
construye artificialmente una matriz I, identidad, como base inicial. Esta base inicial
factible y artificial es construida adicionando variables artificiales al problema original hasta
que se encuentre disponible una matriz identidad I como base. Porqué la matriz identidad [
es deseable como base inicial? Por los siguientes motivos:

1. Es muy facil montar el cuadro inicial porque B = I = B! siempre que b > 0.
2. Se puede verificar trivialmente que esa base es realmente una base factible.

3. Se evita el trabajo de invertir una matriz, que seria necesario cuando se escoge una base
inicial B diferente de I.

Observacién: Existen algunas técnicas que siguen una légica diferente y escogen una base
inicial que no necesariamente tenga una matriz identidad como base inicial y tampoco que
esa base inicial sea factible. Una de esas técnicas es conocida como método de dos fases
usando una tunica variable artificial.

Cuando existe una matriz identidad como base factible?

Esta situaciéon sucede inicamente cuando el PL tiene la siguiente forma:

147
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min = c¢T

s.a.
Az <b
x>0

Desde que, adicionalmente, b > 0. La inclusién de las variables de holgura (para transfor-
mar las desigualdades en igualdades) suministran una base B = I trivial. En cualquier otra
formulacion seran necesarias la utilizacion de variables artificiales.

Ejemplo 1: Existe una base inicial B = I trivial.

Encontrar la base inicial factible de un PL cuyas restricciones son las siguientes;

£U1+2£U2§4 £U1+2£U2—|—£U3 =4
S —= —r+19<1 — —X1 + X9 +x,=1
Ty w220 T1; oy w3y 24 20

donde 3 y x4 son las variables de holgura (y decimos que ellas forman parte del problema
original).

Asi, tenemos una matriz identidad como base inicial factible que es encontrada en forma
trivial:

ai a2 as Q4

— o=l al=|y V| w-|2]=[1] w=|2]-]0]

La base inicial escogida es logicamente factible porque:

4

>
1_0

B—lbsz:b:[

Ejemplo 2: No existe una base inicial B = I.
Encontrar la base inicial factible de un PL cuyas restricciones son las siguientes:
—T] — X2+ 223 >3 —X1 — Xg + 223 — T4 =3

S — 201+ 290+ 313 <7 — —2x1 + x9 + 323 +a5="7
T1; To; x3 > 0 Ty Ta; T3y Xa; w5 >0
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donde 4 y x5 son las variables de holgura (y decimos que ellas forman parte del problema
original).

La matriz A asume la siguiente forma:

aq a9 as ay Qs

-1 ] -1 2 -1 0

-2 1 3 0 1

donde no existen 2 columnas en A para formar I. En este caso deben ser adicionadas tantas
variables artificiales como sean necesarias para formar una matriz /. En este ejemplo solamente
es necesario una variable artificial, zg, adicionada de la siguiente forma:

—21 — Xo + 223 — T4 + 26 =3
—2:L‘1+.’I?2+3.’I?3 + x5 =7
Ty Ty T3y Ta; Tsy T = 0

La matriz A aumentada asume la siguiente forma:

Qs Qg
-1 ] -1 2 -1 0 1
A —
-2 1 3 0 1 0
10
:>B:[a6 a5:|: Ol]:[

4.2 Método Simplex de Dos Fases

Este método simplex para resolver problemas de programacién lineal es usado cuando no existe,
en forma trivial, una matriz identidad como base inicial factible.

Sea el sistema (conjunto convexo):

Az =b; x>0 (4.1)

conb >0y A,x,. Ademds, no existe una submatriz de A que forme una matriz identidad. Por
construccién, a partir de (4.1) aumentamos el tamano del sistema para que la nueva matriz A
aumentada tenga una submatriz I. Por facilidad de andlisis aumentamos el tamano del sistema
con m columnas adicionando m variables artificiales cuyas variables artificiales son almacenadas
en el vector x,. Asi, el sistema (4.1) modificado asume la siguiente forma:
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Ar+ Iz, =b; x>0; 1x,>0
Entonces una SBF trivial es encontrada asi:
{ Tea=0>
x =0
Propiedad:

Ar=b<—= Az + Iz, =b con z,=0

La incorporaciéon de x, permite encontrar de manera artificial una SBF inicial con base I.

Observacion:

Como ya fue mencionado anteriormente, se debe adicionar tantas variables como sean nece-
sarias para formar la matriz I como base inicial, en otras palabras, algunas variables originales
pueden ser aprovechadas para formar la base inicial (aquellas variables cuyos vectores columna
tienen un elemento igual a 1 y los otros son iguales a cero) y adicionar solamente las variables
artificiales necesarias para formar la matriz I. Esta practica es comin y recomendable en prob-
lemas didacticos (pequenos) donde facilmente se puede verificar las columnas de A que pueden
ser aprovechadas.

En problemas grandes (resueltos usando un programa de computador) no es sencillo este
trabajo de verificacién y por eso algunos programas frecuentemente usan una variable artificial
por cada restriccién (base artificial llena). Es necesario observar también que por cada variable
artificial que es adicionado al problema estamos aumentando el tamano del problema, en otras
palabras, estamos pasando de E™ a un espacio mayor.

Estrategia para eliminar los elementos de z,

La estrategia mas eficiente para eliminar las variables artificiales consiste en usar la propia
filosofia del simplex. En este caso el PL es resuelto en dos fases:

1. En la fase I es minimizada la suma de las variables artificiales y si este proceso termina
con una solucién éptima igual a cero pasamos para la fase I[I. Como se analizara después,
si la fase I converge para un 6ptimo igual a cero, entonces fue encontrado una SBF del
problema original. Por lo tanto, la fase I se utiliza apenas para encontrar una SBF del
problema original, o sea, un punto extremo.

2. En la fase II es reintroducida la funciéon objetivo original y como ya se conoce una SBF
del problema original, se procede a optimizar usando el simplex tradicional.



Algoritmo de Dos Fases del Método Simplex

Fase I: Resolver el siguiente PL:

min T, = Zxk
k
s.a.
Av+ 1z, =0
>0
Tg >0

donde los x son los elementos de z, que fueron adicionados para encontrar una submatriz I.
Puede suceder los siguientes casos:

1. Si x, # 0 = pare porque el problema original es infactible.

2. Six, = 0 entonces existe una base (SBF) para el problema original siendo x5 las variables

bésicas y xx las variables no béasicas. Pasar para la fase II.

Fase II: Resolver PL original:

Con la base B conocida y sabiendo que x5 = B~'b y 2y = 0, resolver el siguiente problema:

min z(xr) = cprp+cenTy
s.a.
g+ B 'Nxy =B~ '
B Z 0
N Z 0

Observaciones:

1. Reiteramos la observacion de que se puede usar un nimero minimo de variables artificiales
apesar de que en la formulacién matemética generalmente se coloca una base llena (una
variable artificial por restriccién) por facilidad de manipulacion.

2. En el algoritmo estamos suponiendo que al final de la fase I todas las variables artifi-
ciales se encuentran fuera de la base con valores iguales a cero (porque son variables no
bésicas) y, por lo tanto, son eliminadas del proceso juntamente con sus vectores columnas.
Sin embargo, en ciertos casos que son analizados después, algunas variables artificiales
permanecen en la base con valores iguales a cero.

Ejemplo 3: Resolver el siguiente PL:

mim z = x1— 2%9
s.a.
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.'171+ZL'222
—.'171+ZL'221

l'2§3
xy; 2220

— S

Usando variables de holgura transformamos las desigualdades en igualdades:

T+ T2 — T3 =2
—T1 + T2 — T4 =1
S= ) +l‘5:3

Ty Ty T3y T4y x5 >0

Como no existe una submatriz igual a I en el sistema anterior, adicionamos 2 variables
artificiales, xg y x7, que juntamente con x5 permiten montar una base artificial con base I. Asi,
podemos resolver la fase I del PL.

Fase I. Tenemos el siguiente PL:

min r, = Tg + X7
s.a.
X1+ Ty — T3 + x¢ =
—21 + T2 — X4 +.’L’7:1
T2 + Ty ==

Ti; To; T3y Tay Ty, xg; x7p >0

de donde tenemos que:

Xy
Te
ep=|ar |; zy= iz L ep=[110]; dy=[0000
Ty 4

Realizamos los calculos necesarios para montar el cuadro:
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11 -1 0 2
B=I=B'=—B'N=N=|-11 0 —-1|; B'%bh=b=|1
01 0 0 3

B h=cgb=[1 1 0]|1]|=3

3
11 -1 0
wB'N-—cy=c,N=[110]|-11 0 -1]=[02 -1 —1]
01 0 0

Ahora es posible montar el cuadro inicial de la fase I del PL y resolver la fase I.
Cuadro simplex de la fase I.
To T1 T2 Xz T4 Tz Te Tr RHS
Zo 1 0 2 -1 -1 0 0 0 3

3 0 1 1 -1 0 0 1 0 2

X7

o
|
—
©
=]
|
—
=]
=]
—
—

Zs5 0 0 1 0 0 1 0 0 3

%0@0—1101—11

X2 0o -1 1 0o -1 0 0 1 1

T 0 1 0 0 1 1 0o -1 2

Zo 1 0 0 0 0 0o -1 -1 0

1oL 111
1 1 1 1 3
20 0 1 =5 =5 0 5 3 3

Zs5 0 0 0

N —
N —
—_

|
N[

|
N[
N
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La fase I termina con una funcién objetivo igual a z, = 0. Por lo tanto, fue encontrada
una SBF que es la base formada por las columnas de xy, x5 y x5. La fase II se puede iniciar a
partir del ultimo cuadro de la fase I simplemente retirando la fila de x, y colocando la fila de
la funcion objetivo original z, l6gicamente, adecuadamente actualizada para la base actual.

Entonces calculamos los elementos actualizados de la fila de z, o sea, los costos relativos de
las variables no bésicas y el valor actual de z. Tenemos la SBF con B = [a; as as).

Del ultimo cuadro de la fase I tenemos:

%
I

NI NI~ N~

NI NI= N
— o (e
s
L
I
|
NI= NI= N
|
NI NI= N
s
L
[

Il
NIw Nw N

También conocemos:

T
cp = 1 -2 0] CN:[O 0:| Irp = T $N:[x3]

Ty T4
y podemos calcular facilmente:
1
) 5
csBb=[1 -2 0]] 3 =
3
2
_1 1
2 2
o N —ex=[1 =2 0] =} =1 |=[0 0]=[4 4]
1 1
2 2

Ahora es posible montar el cuadro inicial de la fase II y terminar el proceso simplex para el
PL.
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Cuadro simplex de la fase II.

z T T2 T3 T4 Ts RHS

z 1 0 0 3 2 o -2
noo 1 o0 -+ @) o 3
20 0 1 -3 -3 0 3

N

x» 0 0 0 3 i 1

Ty 0 2 0o -1 1 0 1

T2 0 1 1 -1 0 0 2

50 -1 0@0 1 1

Ty 0 1 0 0 1 1 2

T2 0 0 1 0 0 1 3

3 0 -1 0 1 0 1 1

=0 xgil . _
vy — 3 Ty = — 7z =—06
2 Ts 0

Observacién: Si en el cuadro 2 de la fase I se hubiera escogido x4 para entrar a la base (que
era posible) en lugar de z; entonces la fase II llegaria a la solucién 6ptima con una simple
iteraciéon (mds rdpido). La Figura 4.1 muestra los caminos de ambos procesos simplex en EZ.

4.3 Analisis del Método de las Dos Fases

La funcién objetivo de la fase I, x,, puede convergir a dos tipos de solucion:
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X2

-~
r\)‘/\ w

1 2\/ X1

Figura 4.1: Grafico del ejemplo 3.

1. Cuando z, # O:

Si x, es diferente de cero entonces el problema original es infactible. En este caso no
existe solucién factible pues si suponemos que existe un punto = tal que x > 0 con Ax = b
para el problema original entonces en el problema modificado:

x| |z
P I
seria factible que por su vez implica lo siguiente:

v, =00+ 1, =00 +0=0<u,
k

asi, el objetivo x:) estd violando la suposicion de que z, es éptimo del problema, por lo
tanto, no existe una solucion factible para el problema original.

Ejemplo 4: Resolver el siguiente PL:

min z — —3x; +4x,
s.a.
T+ < 4
201 + 315> 18 } <« S
Ti; 1220

Sean x3 y x4 las variables de holgura y sea x5 la variable artificial adicionada a la segunda
restriccion, entonces tenemos el siguiente problema de la fase I:
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min T, = Ts
s.a.

T1+ To + T3 =4
2x1 + 39 — x4+ x5 =18 — S
Ty T2y T3y Ta; X5 >0

Asumiendo la base inicial con las columnas de x3 y x5 podemos calcular los datos nece-
sarios para montar el cuadro inicial:

T
_ | 3 _
Irp = IN = i)

A:llll 00] B=lay a5 |=T cz=[0 1] cy=[010 0]

2 30 -1 1
B™'N =N B7'b=b

BTN —cy =0 1][% ; _H—[o 00]=[23 -1
cyBb=1[0 1][1;1]:18

Fase I del proceso simplex
Zo T T T3 Ty s RHS

Lo 1 2 0 -1 0 18

3
oo o1 (1)1 0 0 4
3

s 0 2 0o -1 1 18

Lo 1 -1 0 -3 -1 0 6

T2 0 1 1 1 0 0 4

rxz 0 -1 0 -3 -1 1 6
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Region
Factible
Vacia

2 4> 6 8 \10/ X1

Figura 4.2: Gréfico del ejemplo 4.

El proceso simplex termina encontrando una solucién 6ptima con z; = 6 y, por lo tanto,
el problema es infactible. La figura 4.2 muestra claramente que el problema original es
infactible.

. Cuando z, =0 :

En este caso fue encontrada una SBF para el problema original. Sin embargo, existe
la posibilidad de que, al final de la fase I, algunas variables artificiales se encuentren
formando parte de la base con valores iguales a cero. Analizamos cada uno de los casos
separadamente.

(a) Cuando todas las variables artificiales estdn fuera de la base:

En este caso todas las variables que estan en la base son variables del problema
original, por lo tanto, existe una SBF. Sea B esa base, entonces al final de la fase I
tenemos el siguiente cuadro:

Cuadro final de la fase I
Ty B TN Tq RHS
To 1 0 0 -1 0

] 0 I B'N Bt B
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El cuadro anterior asume esa forma cuando fue usada una base artificial llena, o sea,
cuando la base inicial fue formada solamente con variables artificiales. Observe que
los costos relativos de las variables artificiales asumen la siguiente formas:

cgB —cy=0-1=-1

Cuando la base inicial tiene solamente algunas variables artificiales entonces el costo
relativo de solamente esas variables artificiales seran iguales a -1.

Ahora, en la fase II, el cuadro inicial debe incorporar la fila de costo de la funcién
objetivo original debidamente actualizada para la base actual B. Por lo tanto, se
debe eliminar todas las columnas de las variables artificiales (y las propias variables
artificiales) y la fila de costo de la fase I. Es ficil montar la nueva fila de costo
porque en el cuadro existe la informacién de B~'b y B™'!N y es posible calcular
CB[(B_IN) — CN] y CB(B_lb).

Asi, el cuadro inicial de la fase II asume la siguiente forma:

Cuadro inicial de la fase 11

z Tp TN RHS
zZ 1 0 CBB_IN— CN CBB_lb
rB 0 1 B'N B~

(b) Cuando algunas variables artificiales estidn en la base con valor actual
igual a cero.

En este caso existen dos alternativas para continuar con el proceso de optimizacién.

i. Pasar directamente para la fase II:
Primero debemos eliminar todas las columnas de las variables artificiales no
basicas y, por lo tanto, el cuadro inicial de la fase II debe tener las variables
originales del problema y aquellas variables artificales que estan en la base con
valores actuales iguales a cero. La fila de costo de la funcién objetivo original
tiene costos relativos iguales a cero para todas las variables basicas (originales
y artificiales) porque tenemos la propiedad trivial:

CBB_IB—CB = Cp — Cp =0

o sea, es independiente de los valores de cp.

En este contexto, cuando resolvemos el problema durante la fase II, se debe
tener cuidado de que ninguna variable artificial asuma un valor diferente de cero
porque esto significaria destruir la factibilidad.
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Sea el siguiente cuadro tipico de la fase II:

z € 1 [L'k+1$]l'n Tptk+1 Tn+m RHS
1 0 0 (zj — ¢j) 0 0 cpb
1 Y1, 0 e 0 by
Y2; 0 e 0 by
1 Ykj 0 E 0 by,
0 ce 0 Yk+1,5 1
o - 0 Yrj 1
o - 0 Ymj 1
donde:
x1, Ty, ...xTr son variables bésicas originales.
Tptk+l, - - - Tnim SON variables bésicas artificiales.
ZTpt1, - - - Tpak Son variables no bésicas artificiales y que fueron eliminados y por

eso no aparecen en el cuadro.

Sea x,; una variable no basica original que es escogida como candidata a entrar
j

en la base [(z; — ¢;)]. Entonces, cuando intentamos aumentar el valor de z; a

partir de su valor actual, las variables basicas varian de valor de acuerdo con la

relacion:

X B; :Bi—yij.’,b‘j Vi = 1,...,77?, (42)

En particular, para una variable bésica artificial tenemos que:

ZL‘BlZO—yU.’L’J:—yUZL'] z:k—i-l,,m (43)
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Asi, para las variables artificiales basicas debemos analizar 2 casos:

A. Si z; es candidata a entrar a la base y si tenemos que:
leZO V2:k+1,,m

entonces no existe problema porque todas las variables permanecen en cero
(tenemos una base degenerada).

B. Si existe un y;; < 0 para una variable bésica artificial entonces llamamos de
Yr; a este elemento. En estas condiciones, si

yrj <0 paraalgin r € [k+1,...,m]

entonces la variable bésica artificial xp, puede asumir valores positivos trans-
formando el problema en infactible. En este caso se debe escoger y,; como
elemento pivot produciendo la salida de x5, de la base (esa variable es arti-
ficial) y la entrada de z; en la base. Esta iteracién, légicamente, no produce
variacién en la funcién objetivo porque b, = 0.

Podemos resumir la estrategia:

Si z; es escogida para entrar en la base entonces:

1. Verificar si alguna variable basica artificial tiene un y;; < 0. Si existe, lla-
maremos a esa variable de xg, y su correspondiente elemento en la columna
Tj es Ypj-
Entonces, hacemos una iteracién escogiendo y,; como pivot y xp, (variable
bésica artificial) sale de la base y z; entra en la base.

2. En caso contrario, si todos los y;; correspondientes a las variables béasicas
artificiales satisfacen la relacion:

Yi; > 0

entonces, se procede en la forma normal usando la prueba de la razén minima
tradicional para escoger la variable que debe salir de la base.

ii. Después de terminar la fase I primero se eliminan las variables artifi-
ciales de la base
Una estrategia alternativa consiste en eliminar primero todas las variables basicas
artificiales intercambiando essas variables por variables no basicas originales.
Solamente después de eliminar todas las variables artificiales de la base se pasa
para la fase II.
Sea el siguiente cuadro después de terminar la fase I:
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T Tt T Tk+1y---rTn Tn+1y -+ Tntk Tntk+l Tt Tpn+m RHS
1 0 0 | b
0 0 | by

R | Rj

1 0 0 by

0 0 1 0
Ry Ry

0 0 1 0

Solamente la matriz Ry es tutil para el andlisis. Asi, por ejemplo, es facil retirar
la variable basica artificial x, ;41 de la base. Simplemente se debe escoger un
elemento pivot diferente de cero de la primera fila de R,. Asi, existe un cambio
de base donde x,,. ;1 sale de la base y entra en la base una variable no bésica
original que es identificado por el elemento pivot escogido. Este cambio de base
exige la realizacion de pivotaje para actualizar adecuadamente el cuadro. Este
proceso de cambio de base (en cada operacién una variable no bésica artificial
sale de la base y entra una variable no basica original) puede ser repetido hasta
que sucede uno de los siguientes casos:

A. Todas las variables artificiales fueron retiradas de la base:
En este caso fue encontrada una base constituida exclusivamente de vari-
ables originales y pasamos sin problemas para la fase II.

B. No fue posible retirar todas las variables artificiales de la base:
Este caso sucede cuando en algiin momento del proceso de retirada de las
variables basicas artificiales de la base la nueva matriz R, transformada por
los pivotajes se transforma en R'2 = 0, o sea, no existe ningin elemento
diferente de cero para realizar el pivot.

Sean, x; el vector de las variables basicas constituidas por las variables originales
y x9 el vector de las variables basicas constituidas por las variables artificiales,
entonces la matriz A y el vector b pueden ser representadas de la siguiente forma:
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A Ao b

Agy A by

Sea k el nimero de variables béasicas originales, entonces podemos escribir el
sistema original de la siguiente manera:

Le k e (n — k) o
. r > >
k Ay Ay Z1 by
m =
M) b2
(m — k) A21 A22

Entonces este sistema puede ser transformado, usando operaciones elementales
de matrices, en el siguiente sistema:

k I Rl T 51
m =
Z2 0
(m — k) 0 0
Como el rank(A,b) = k < m = existen (m — k) ecuaciones redundantes.
Entonces tenemos:
Ry = Ay Ay
51 - Al_llbl
Ry =0

En ese caso son eliminadas las (m — k) filas correspondientes a las variables
basicas artificiales y el proceso continua para la fase IT con una base reducida:
Variables basicas: x1, To, ..., T.

Variables no bésicas: xyi1, Tgio, .., Tp.

Resumen: Si R, = 0 entonces este caso identifica el niimero de ecuaciones
redundantes en el sistema original y esas lineas deben ser eliminadas. Una
estrategia previsora seria revisar si la matriz A es de rank completo antes de
iniciar el proceso de optimizacién del simplex y eliminar las filas redundantes.
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En este caso no es posible que encontremos un R; = 0. Esta estrategia raramente
es usada en la practica debido a su elevado esfuerzo computacional.

Ahora, colocando la funcién objetivo original, el cuadro simplex inicial de la fase
IT asume la siguiente forma:

Cuadro inicial de la fase 11

z Ty, T Tk+1y--+9Tn RHS
z 1 0 cpAtAs — ey cpby
B 0 I A1_11A12 = R1 51

Ejemplo 5: Problema con restriccion redundante.

Resolver el siguiente PL:

min z(z) = —x1 + 229 — 313
S.a.

Ty + T+ T3 = 6

—.Z‘1+.'L‘2—|—2.Z'3 =4

2.’1?2 + 3.’173 =10

T3 <2

T1,T2,T3 Z 0

Después de colocar la variable de holgura z, tenemos la siguiente matriz A:

1110

-1 120

A= 0230
0 011

En realidad el rank(A) = 3 < m = 4 mas vamos a suponer que no conocemos el rank de A.
Por lo tanto, procedemos a adicionar las variables artificiales x5, xg y x7 al sistema anterior.
Asi, la fase I del problema asume la siguiente forma:

min r, = Ts + Tg + X7
Ss.a.

X1+ To + T3 + x5 =6

—£U1+372—|—2$3+ g =4

23?2 + 33?3 + T7 = 10

T3+ T4 =2

X1,T2,T3,T4,T5,T6, L7 Z 0

La matriz A modificada (aumentada), A', asume la siguiente forma:
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1110100
, -1 12 0 010
A:[al oy a3 A4 a5 Qg (1,7]Z 023000 1
0011000

La SBF trivial evidente esta constituida por las variables x5, x¢, 7 y x4 con una base igual
a la matriz identidad. Por lo tanto, encontramos todas las relaciones necesarias para montar
el cuadro inicial de la fase I. Usamos el indice ' para identificar pardmetros relacionados con la
funcion objetivo de la fase I. Asi, tenemos:

B:I:>B:[a5 ag Qr a4]

Ty
vp = i‘;’ Ty = ; dy=[111 0] dy=[00 0]
Ty 3

111 6
e e =112 T
BIN=IN=N=| ", , Blh=b=|

00 1 2
111
L : 11 2
BTN -Cy=czN—Cy=[111 0 0 9 3 ~[oo0o]=[0 4 6]

00 1
6
Co 4

B =cyb=[1 110 0| =20
2

Con todos los parametros calculados es posible montar el cuadro inicial de la fase I e
implementar el método simplex mostrado en los cuadros siguientes:



Cuadro simplex de la fase I.

To X1 Ty T3 Ty Ty Tg Tr RHS
% 1 0 4 6 0 0 0 0 20
s 0 1 1 1 0 1 0 0 6
% 0 -1 1 2 0 0 1 0 4
T 0 0 2 3 0 0 0 1 10
o0 0o o ()1 0 0 0 2
% 1 0 4 0 -6 0 0 0 8
s 0 1 1 0 -1 1 0 0 4
v 0 -1 @ 0 -2 0 1 0 0
7m0 0 2 0 -3 0 0 1 4
s 0 0 0 1 1 0 0 0 2
T 1 4 0 0 2 0 -4 0 8
o0 () o 0 1 1 -1 0 4
20 -1 1 0 -2 0 1 0 0
T 0 2 0 0 1 0 -2 1 4
s 0 0 0 1 1 0 0 0 2
T 1 0 0 0 0 -2 -2 0 0
0 1 0 0 3 3 —5 0 2
» 0 0 1 0 -2 5 3 0 2
T 0 0 0 0 0 -1 -1 1 o0
s 0 0 0 1 1 0 0 0 2
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La fase I termina con una funcién objetivo igual a cero que significa que fue encontrada una
SBF del problema original. Sin embargo, la variable artificial 7 esta en la base. Por lo tanto,
debemos escoger una de las siguientes estrategias para trabajar en la fase II:

e Pasar directamente a la fase II.

e Eliminar primero la variable artificial que esta en la base.

1. Pasamos directamente a la fase II:

Introducimos los elementos de la fila objetivo original adecuadamente actualizadas para
la base corriente, por lo tanto, debemos calcular los siguientes pardmetros (recordando
que en el dltimo cuadro simplex de la fase I estd disponible BN y B~1b):

‘a1
rp = ij [L‘N:[£U4]
T3
B=|a a a7 as cp=[-1 20 —3] ex=[0]
1
2
CBBAN—CN:[—1 2 0 =3 2 —OZ—E:>CBBIN—CN:—§

0
1

cyB~ b = [ 120 -3 ] = 4= cyB b= —4

O NN

Asi tenemos el siguiente cuadro inicial de la fase II:
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Cuadro simplex de la fase II.

z Ty T2 X3 Ta T7r RHS
z 1 0 0 0 -2 0 -4
&0 1 0 0 &+ 0 2
2 0 0 1 0 -2 0o 2
T7 0 0 0 0 0 1 0

N 0 0 1 1 0 2

33'1—2
wy = — 2"(z) = —4
ZL‘3—2

2. Primero eliminamos las variables artificiales de la base:

Del ultimo cuadro simplex de la fase I tenemos:
Ultimo cuadro simplex de la fase I.
To T1 T2 T3 Xy Ty Te T RHS
. 1 ; ; %% ....... _% | 2
T2 0 0 1 0 —3 S 3 0 2
3 0 0 0 1 1 0 0 0 2

0 0 0 00—1 —1§1 0

Como R, = 0, entonces la tltima fila es redundante. Por lo tanto, eliminamos la iltima
fila y pasamos para la fase II.

Introducimos los elementos de la fila objetivo original adecuadamente actualizadas para
la base corriente, por lo tanto, debemos calcular los siguientes pardmetros (recordando
que en el dltimo cuadro simplex de la fase I estd disponible BN y B~1b):
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1
2
Rl - A1_11A12 - B_IN - —%
1
Xy
rp = i) Z‘N:[(L‘4]
x3
B:[a1 as a?,] cB:[—12—3] cN:[o}
3
cgB'N—ey=[-1 2 =3]| -2 —0:—§:>CBBlN—CN:—§
1
2
cBB—lb:[—l 2 32| =-4=cyBb=—4
2

Asi tenemos el siguiente cuadro inicial de la fase II:
Cuadro simplex de la fase II.
Z Tit T2 X3 T4 RHS
z 1 0 0 0 -3 —4
0 1 0 0 3 2

T 0 0 1 0o -

Njw
[N

r3 0 0 0 1 1 2

= 2"(x) = —4
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4.4 Organizacion de un Cuadro Unico para el Método
de las Dos Fases

Calcular los elementos de la fila de la funcién objetivo original adecuadamente actualizados
para iniciar la fase II no es el estilo mas frecuente de trabajo. Una forma de eliminar este
trabajo consiste en montar el cuadro inicial de la fase I con las dos filas objetivo, una fila para
la funcién objetivo de la fase I y otra fila para la funcién objetivo (original) de la fase II. Por lo
tanto, en este cuadro inicial se debe calcular adecuadamente los coeficientes de costo relativo y
el valor de la funcién objetivo actual para las dos filas de las funciones objetivo.

En la propuesta mencionada anteriormente, durante la fase I todas las decisiones son
tomadas llevando en cuenta exclusivamente la fila de la funcién objetivo de la fase I y la fila
de la funcién objetivo original simplemente es pivotada junto con las demds filas del cuadro.
Entonces, simplemente fue transferido el trabajo de calcular los elementos de la funcién objetivo
original para iniciar la fase II por el trabajo de ir pivotando esta fila durante la fase I después
de montar esa fila en el cuadro inicial.

Observacion importante:

En los ejemplos, cuando realizamos el montaje del cuadro simplex inicial, generalmente cal-
culamos los diferentes elementos del cuadro, o sea, calculamos los elementos de la fila objetivo,
cgB N —cn vy egB b, asi como los otros elementos del cuadro, B~'N y B~ 'b. Este trabajo,
légicamente, se simplifica bastante cuando escogemos una base igual a B = I. Sin embargo,
cuando la base inicial es B =1 y b > 0 entonces B~!N = N y B~!'b = b estan disponibles y
no necesitan ser calculados y el tinico trabajo consiste en calcvular los elementos de la fila de
la funcién objetivo, o sea, cg BN — cy v cg B~ th.

Para montar el cuadro inicial es recomendable usar siempre las relaciones matematicas de-
ducidas anteriormente. Sin embargo, existen propuestas alternativas para montar el cuadro
inicial. Asi, la mayoria de los libros usan una estrategia generalmente més rapida que consiste
en montar un cuadro inicial, con una determinada estructura, y a través de operaciones ele-
mentales de fila montar el cuadro inicial de la fase I. Asi, calcular adecuadamente los elementos
de la fila de la funcién objetivo, o sea, cg B"'N — ¢n v cgB '), es equivalente a transfor-
mar en valores iguales a cero los elementos de la fila objetivo correspondientes a las variables
basicas y esta transformacion puede hacerse a través de operaciones elementales de matrices.
El cuadro simplex inicial, con los elementos de la fila objetivo correspondientes a las variables
basicas iguales a cero es conocido como cuadro candnico.

Por ejemplo, cuando queremos montar un cuadro simplex inicial (candnico) con las dos filas
de las funciones objetivo y usando una base inicial exclusivamente con variables artificiales, el
cuadro pre-preparado y el cuadro simplex inicial (canénico) asumen la siguiente forma:
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Cuadro pre-preparado:

z ‘,I;O "I;l - a;'n ‘,I;’I'L+1 R ajn+m RHS
z 1 0O - - —¢cp 0 - 0 0
T 0 1 0 - 0 —1 - -1 0
Tn41 0 0 a11 T Q1n 1 Tt 0 b1
xn+m 0 0 am1 s Qmn 0 et 1 bm

|} operaciones elementales de fila

z To Ty -+ Tp Tpyr -+ Tp4+m RHS
z 1 0 —C —Cp 0 0 0
% 0 1 ¢ -+ ¢ 0 -+ 0 b
Tn+1 0 0O a1 --- G 1 e 0 by
TIn+m 0 0 Qm1  --- Omp 0 te 1 b

Cuadro simplex inicial (canénico)

Puede observarse que en el cuadro pre-preparado las filas objetivo aparecen con los coe-
ficientes de costo con signo cambiado, o sea, se coloca —cy y las operaciones elementales de
matrices acrecentan a estas filas el término cg B~'N para que esas filas tengan la forma ade-
cuada, o sea, cg B~'N — cy. Por lo tanto, ambas formas de montar el cuadro son equivalentes
y en problemas pequenos es mas rapido montar el cuadro simplex inicial a partir del cuadro
pre-preparado. Sin embargo, la forma algebraica serd preferida por nosotros porque usa una
logica mas consistente y porque puede ser usada para todos los tipos de casos, inclusive para
el caso en que la matriz basica es diferente de la identidad.

Ejemplo 6: Montar el cuadro inicial del PL del ejemplo 5 usando el cuadro pre-preparado e
incluyendo las dos filas de la funcién objetivo.

. U . . .
En este caso simplemente se coloca el vector de costos ¢ y ¢ de las dos funciones objetivo
con el signo cambiado para tener el cuadro pre-preparado. Después se realiza operaciones
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elementales de matrices para transformar en ceros todos los coeficientes de costo relativo de las
variables basicas en las dos filas de las funciones objetivo. El siguiente cuadro muestra los dos

cuadros, pre-preparado y el simplex inicial.

Encontrando el cuadro simplex inicial.

Ty T T Ts Te r7 RHS
z 0 1 -2 0 0 0 0
To 1 0 0 -1 -1 =1 0
Ts 0 1 1 1 0 0 6
Te 0 —1 1 0 1 0 4
x7 0 0 2 0 0 1 10
Ty 0 0 0 0 0 0 2
z 0 1 -2 0 0 0 0
To 1 0 4 0 0 0 20
L5 0 1 1 1 0 0 6
Te 0 —1 1 0 1 0 4
Z7 0 0 2 0 0 1 10
Ty 0 0 0 0 0 0 2

El lector esta invitado a terminar el proceso de solucion del ejemplo cuyo cuadro inicial fue

montado.

Ejemplo 7: Usando un cuadro tnico para las dos fases del simplex, resolver el siguiente PL:
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mim z = x1— 2%9
s.a.
.'171+ZL'222
—Ip+ a9 > 1
=S
l'2§3

T1; w9 >0

Usando las variables de holgura z3, x4 y x5 para transformar las desigualdades en igualdades
y usando las variables artificiales x4 y 7 para construir una base artificial igual a la matriz
identidad tenemos el siguiente PL modificado:

min z(x) = x1 — 21,
min r, = T + X7
s.a.
1+ To — T3 + T =2
—X1 + X9 — X4 +ZL‘7:1
i) + x5 =3

Ti; To; T3y Tay Ty Tgy x7 >0

de donde tenemos que:

as Qg a7

:>B:[a6 ar a5]:I

4o
vp = ii Ty = Z dy=[110] cy=[000 0]
Tr T4

cB:[o 0 0] cN:[l 2.0 0



1i=x
Realizamos los cédlculos necesarios para montar el cuadro:
B=I=B"'"= B 'N=N B 'b=1b

Para la fila objetivo original:

cBBflb:cBb:[o 0 0] 1|=0
3

CBBilN—CN:CBN—CN:—CN:[—l 2 00

Para la fila objetivo de la fase I:

2
B h=cpb=[1 1 0]|1]|=3
3
1 1 -1 0
¢pB'N—cy=cygN—cy=[1 1 0] -1 1 0 -1|=[000]=[02 -1 -1
01 0 0
Por lo tanto, la solucién éptima del PL es el siguiente:
T3 — 1
{xl—O Ty =2 — "= —6
T = 3
Ts 0

Cuando se usa las dos filas objetivo desde el inicio del proceso entonces no es necesario
actualizar las columnas de las variables artificiales que salen de la base. Asi, en el ejemplo
anterior, las columnas de x7 y x4 pueden ser eliminadas cuando esas variables salen de la base.

Ahora es posible montar el cuadro inicial de la fase I del PL y resolver las fases I y II
consecutivamente. Los cuadros simplex encontrados son los siguientes:
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z o Ty T2 T3 T4 Ty Tg T7 RHS

z2 1 0 -12 0 0 0 0 0 0
T 0 1 0 2 -1-10 0 0 3
% 0 0 1 1 -10 0 1 0 2
0 0 -1 0 -10 0 1 1
T 0 0 0 1 0 0 1 0 0 3
21 0 1 0 0 2 0 0 -2 -2
T 0 1 2 0 -1 1 0 0 -2 1
% 0 0 2 0 -1() o0 1 -1 1
0 0 -1 1 0 -10 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1 0 -1 2
Z 1 0 -30 2 0 0 -2 0 —4
To 001 0 0 0 0 0 —1 -1 0
T4 0 0 2 0 -1 1 0 1 -1 1
T2 0 0 1 1 -10 0 1 0 2
0 0 -1 0 @0 1 -10 1
z 1 -1 0 0 0 -2 —6
T4 0 1 0 0 1 1 2
T2 0 0 1 0 0 1 3
T3 0 -1 0 1 0 1 1

4.5 Meétodo de las Dos Fases con el Uso de una Unica
Variable Artificial

En este caso se usa una unica variable artificial independientemente del tamano del problema
y de los tipos de desigualdades existentes en el problema original. Sin embargo, el uso de una
unica variable artificial no necesariamente significa que la fase I del proceso simplex va ser mas
rapida o que va tener menos iteraciones simplex.

Sea el problema de PL:
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min z(z) = cx
s.a.
e — b (4.4)
z >0

Sea la matriz A,,«, = [B  N] de rank m donde la matriz B es una matriz cuadrada de
rank completo mas que no necesariamente corresponde a una SBF.

Observacién importante: Al mostrar el método de variable artificial unica, la mayoria de
los autores de libros de PL procuran encontrar una matriz B, logicamente de rank completo,
que sea la matriz identidad mismo que ella represente apenas una solucién bdasica y no nece-
sariamente una SBF. La principal motivacion de este tipo de implementacién es evitar invertir
la matriz B si ella no es la identidad para montar el cuadro simplex inicial. Sin embargo, la
eficiencia del método de usar una unica variable artificial al parecer se encuentra en usar una
base B constituido por las columnas (vectores) de las variables originales que tienen mayor
posibilidad de que sean las varibles bésicas 6ptimas, disminuyendo las iteraciones simplex para
encontrar la base 6ptima. Esta posibilidad es mas evidente cuando se desea resolver un tipo
particular de problema donde las variables tienen algun significado fisico y puede ser altamente
posible identificar muchas de las variables que forman parte de la base éptima. En estos casos
interesa identificar las variables basicas 6ptimas y, por lo tanto, la matriz basica ya no es mas
la identidad y se tiene que invertir la matriz B para montar el cuadro inicial.

Escogemos una submatriz B de A de rank completo. Entonces, las restricciones Az = b
pueden ser separadas de la siguiente manera:

BJTB—FNiUN:b

Multiplicando la relacién anterior por B~!, tenemos:

B 'Brg+ B 'Noy =B 'b=b= 13+ B 'Noy =b (4.5)

En la transformacion anterior pueden acontecer dos casos:

1. Si B~'b = b > 0 entonces la base B escogida es una SBF y, por lo tanto, fue encontrada
una SBF inicial para iniciar el proceso simplex ( en este caso no seria necesaria la fase I).

2. Puede también (y es lo més frecuente) suceder que b # 0. En este caso se puede construir
una base artificial usando una tnica variable artificial cuyo vector columna debe tener un
valor igual a -1 en las posiciones correspondientes a las restricciones que tienen un valor
de b; < 0 en (4.5) y valores iguales a cero en la otras posiciones. La variable artificial es
llamada de x, y su vector columna de y,. Este caso lleva al método de dos fases con una
unica variable artificial.
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El sistema (4.5) puede ser modificado y asumir la siguiente forma:

rp+ B 'Noy + ygza =0 (4.6)

Es importante observar que el sistema (4.6) fue construido a partir del sistema (4.5) y no
a partir del sistema Az = b y también que en el sistema (4.6) el espacio fue incrementado en
una dimensién con la incorporacion de la nueva variable z,.

Ahora introducimos x, en la base escogiendo el siguiente pivot:

b= min  {b;} (4.7)
1 Bz <0

Realmente se estd escogiendo el menor de los b; < 0. Este tipo de pivot garantiza que en el
nuevo cuadro todos los nuevos b; > 0 porque todos los elementos de y, diferentes de cero son
iguales a -1 y como fue escogido como pivot el b, mas negativo debe transformar en positivo
todos los b; que estaban negativos y los otros b; permanecen inalterados. Por lo tanto, pivotando
la fila 7 con la columna y, ( x, entra en la base y zp, sale de la base), tenemos lo siguiente:

5; = —0b, que ahora es > 0
5;:5i—5r quees >0si b; <0, i#r
5; =b; en otro caso (permenece igual)

De esta manera fue encontrada una SBF artificial con la variable z, en la base. Ahora
podemos comenzar la fase I del simplex con una unica variable artificial. Logicamente, si existe
una SBF para el problema original, la fase I termina cuando x, sale de la base.

Observaciones: En relacion al método de las dos fases con una unica variable artificial tene-
mos:

1. La funcién objetivo de la fase I tiene la siguiente forma:
min X, = T,

2. Al final de la fase I pueden suceder uno de los siguientes casos:

(a) x4, # 0 = el problema es infactible.
(b) z, = 0. En esta posibilidad existen todavia dos subcasos:

i. Siz, esno bdsica (estd fuera de la base) entonces no existe problema y representa
el caso normal. En este caso se elimina x, del problema y se inicia la fase IT del
PL.



140

ii. Si x, es basica:
En este caso se puede retirar x, de la base pivotando con una variable no basica
o se puede pasar directamente a la fase II llevando en cuenta que si x, permanece
en la base entonces debe permanecer siempre con valor igual a cero (de manera
similar al método de las dos fases con miltiples variables artificiales)

En este caso también es posible organizar un cuadro tnico para las 2 fases del método sim-
plex de manera similar que en el método de las variables artificiales multiples.

Ejemplo 8: Usando un cuadro tnico para las dos fases del simplex, resolver el siguiente PL:

min z = 2z + 31,
s.a.

£U1+37223
—211+ 19 > 2 — S
r1; 22 20

Usando las variables de holgura x3 y x4, para transformar las desigualdades en igualdades,
las restricciones principales asumen la siguiente forma:

—T1 + To — T3 =3 — Ty — T9 + T3 =-3
—2x1 + 9 — x4y =2 201 — o + x4 = —2

en donde aparece una base igual a la matriz identidad evidente formado por z3 y x4 (que

obviamente no es una SBF del problema original). Se puede verificar ficilmente que:

lo que significa que necesitamos de una variable artificial con su vector columna de la siguiente

forma;:
| -1
ya - _1

porque los dos elementos de b son negativos. Por lo tanto, el PL modificado, con las dos
funciones objetivo asume la siguiente forma:



min z(x) = 2z + 3z,

min x, = T,

s.a.
T1 — To + T3 — T, =—3
2x1 — Ty + x4 — 1, = —2

Ti; Ty T3; Tay Te >0

de donde tenemos que:

c5=[0 0] ex=[23 0]
Realizamos los cédlculos necesarios para montar el cuadro:
B=I=B'= B 'N=N B 'b=b

Para la fila objetivo original:

csB™'b=cpb=[0 o][j]:o

CBBilN—CN:CBN—CN:—CN:[—2 -3 0]

Para la fila objetivo de la fase I:

16Jd



B b =cpb=[0 0][

’ -1 ’

-3
-2

|0

=—cy=[0 0 —1]

10U

Ahora es posible montar el cuadro inicial que es infactible mas con un cambio de base, con
la entrada de z, a la base y la salida de x3 de la base se encuentra un cuadro inicial factible
donde se puede resolver las fases [ y II consecutivamente. Los cuadros simplex encontrados son

los siguientes:

To X1 T2 T3 Ta Ty RHS
2 0 -2 -3 0 0 0 0
To 1 0 0 0 0 -1 0
3 0 -1 -1 1 0o () -3
4 0 2 -1 0 1 -1 -2
2 0 -2 -3 0 0 0 0
To 1 1 1 -1 0 o0 3
Ta 0 1 @ 1 0 1 3
T4 0 3 0 -1 1 o0 1
2 0 1 0 -3 0 3 9
To 1 0 0 0 0 -1 0
s 0o 1 1 -1 0 1 3
4 0 @ 0 -1 1 0 1
z 0 0 -3 —3 2
T2 0 1 —F -3 3
1 10 -3 3 3

<= Cuadro inicial
infactible

<= Cuadro inicial
factible

<— fin de la fase |
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Por lo tanto, la solucién éptima del PL es el siguiente:

W

T = x3:0 . 26
1‘4:0 3

wl|oo

T9 =

La figura 4.3 muestra el proceso de optimizacion en el plano x; — x,.

<— Optimo

1 2 N X 1

Figura 4.3: Representacion grafica.

Ejemplo 9: Usando un cuadro dnico para las dos fases del simplex, resolver el siguiente PL
usando una unica variable artificial:

min 2 = T]— 2%
S.a.
.'171+ZL'222
—I +ZL‘221
l'2§3

z1; 2220

Usando las variables de holgura z3, x4 y x5 para transformar las desigualdades en igualdades
y multiplicando las dos primeras restricciones por —1, las restricciones principales asumen la
siguiente forma:
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T1+ To — T3 =2 —X] — T + T3 = -2
—T1 + 9 — X4 =1 )= T| — To + x4 =-1
T2 + 25 =3 T2 +a5 =3

en donde aparece una base igual a la matriz identidad evidente formado por z3, x4 y =5 (que
obviamente no es una SBF del problema original). Se puede verificar ficilmente que:

—2

lo que significa que necesitamos de una variable artificial con su vector columna de la siguiente
forma:

-1
Yo = -1

porque los dos primeros elementos de b son negativos. Por lo tanto, el PL modificado, con las
dos funciones objetivo asume la siguiente formas:

min z(x) = x; — 2z,
min x, = Tq
s.a.
—X1 — T + T3 —.’L‘a:—2
T — To + 14 —x, = —1
T2 + x5 =3

Ti; To; T3y T4y Ts; xe >0

de donde tenemos que:

— B=]a3 a4 a5]:I
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T3 T
Tp= | T4 TN = | T2 c,B:[OOO] clN:[OOI}
Ty Tq
cg=[00 0] ex=[1 -2 0]

Realizamos los cédlculos necesarios para montar el cuadro:
B=I=B'= B 'N=N B'b=0b
Para la fila objetivo original:
-2
B b=cgb=[0 0 0| -1 |=0
3
CBB_IN—CN:CBN—CN:—CN: [ -1 2 0
Para la fila objetivo de la fase I:
-2
B h=cgb=[0 0 0]| -1 |=0
3
clBB’lN—c,N:—c,N: [0 0 —1 }

Ahora es posible montar el cuadro inicial que es infactible mas con un cambio de base, con
la entrada de z, a la base y la salida de x3 de la base se encuentra un cuadro inicial factible
donde se puede resolver las fases I y II consecutivamente. Los cuadros simplex encontrados son
los siguientes:



<= Cuadro inicial
infactible

<= Cuadro inicial
factible

<= fin de la fase |

<= Cuadro éptimo

To X1 Ty T3 Ty Tz Tq RHS
2 0 -1 2 0 0 0 0 0
To 1 0 0 0 0 0 -1 0
3 0 -1 -1 1 0o o () -2
4 o 1 -1 0o 1 0 -1 -1
s o 0o 1 0 0 1 0 3
2 0 -1 2 0 0 0 0 0
To 1 1 1 -1 0 0 0 2
Ta 0 1 @ 1 0 0 1 2
4 0 2 0 -1 1 0 o0 1
s o 0o 1 0 0 1 o0 3
2 0 -3 0 2 0 0 -2 —4
To 1 0 0 0 0 0 -1 0
5 0o 1 1 -1 0 0 1 2
4 0 2 0 -1 1 0 o0 1
s o -1 0 (1) 0o 1 -1 1
2 1 0 0 0 -2 6
s o 1 0 0 1 3
4 10 0 1 1 2
3 1 0 1 o0 1 |

{

ZL‘1:0

X2

=3

10T
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4.6 Analisis Sobre las Ventajas de Usar una Unica Varia-
ble Artificial y Variables Artificiales Multiples

Existen puntos de vista polémicos en relacién a la eficiencia de la técnica de usar una tunica
variable artificial o la alternativa de usar variables artificiales multiples. Ilustramos ambas
propuestas usando un ejemplo. En realidad la idea de usar una unica variable artificial esta
orientado a tener mayor libertad en escoger la base inicial y a escoger variables basicas del
cuadro inicial que tengan grandes chances de pertenecer a la base 6ptima. Si en la técnica de
usar una dnica variable artificial se procura una base inicial igual a la matriz identidad entonces
es posible que ambas propuestas sean, en promedio, equivalentes. Intentamos mostrar el uso de
la técnica de variable artificial iinica usando una matriz basica diferente de la matriz identidad.

Ejemplo 10: Usando un cuadro tnico para las dos fases del simplex y, usando la técnica de
variable artificial inica y de variables artificiales multiples, resolver el siguiente PL:

min z(z) = —x — 22,

S.a.

3£U1+4£U2 S 12
2.’171—111'2 Z 2
z1; w220

1. Usando la técnica de variable artificial unica:

Usando las variables de holgura x3 y x4 para transformar las desigualdades en igualdades
las restricciones del problema asumen la siguiente forma:

3!11‘1 + 4:12‘2 + T3 =12
221 — X9 —x4 =2
Ty, T2, T3, T4 Z 0

de donde tenemos que:

431 a2 as Q4

2 -1 0 | -1

(a) Escogemos arbitrariamente la base B = [ay as]
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SRR )
:rB:[z] xN:lZ] cs=[-20] ey=[-10]

Realizamos los cédlculos necesarios para montar el cuadro inicial:
1|0 =1 3 0 | -2 1
BN = l 1 4 2 -1 | | 11 -4
1, |0 -1 12| | -2 g T -2 |
Bb_[1 5= 5 csB7b=1]-2 0] 2 | =4

BTN —cy = [ =2 o}l_ﬁ _H—[—l 0]=[5 —2]

Como b; = —2 < 0 entonces debemos usar la variable artificial z,. Para completar el
cuadro inicial se debe calcular los elementos de la fila de la funcién objetivo de la fase
[y el costo relativo de z, en la fila de la funcién objetivo original. Se debe observar
también de que y, es una columna de x, que ya estd actualizada para la base B
escogida (recuerde que la variable z, es incorporado al sistema xp+ B *Nxzy =by
no al sistema original), o sea tenemos la relacién:

T B |
B ya_ya_[ 0

’ . . . . o e
donde seria la columna de z, que se incorporaria al sistema original Az = b
a
que, légicamente, puede ser facilmente calculada mas que no interesa por ahora.
Entonces, calculamos los elementos restantes para montar el cuadro inicial.

Costo relativo de z, en la funcién objetivo original:

cBB_ly;—cxa:cBya—c%:[—2 0][_(1)]—():2

Costos relativos de las variables no basicas de la funcién objetivo de la fase I que
tiene la forma simple min x, = z, (considerando z, como variable no bésica):

cp=1[0 0] cy=[00 1]

BTN —cy=—cy=[0 0 —1]
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Funcién objetivo de las fases I actualizado para la base actual:

B =0 0][_2(2)]:0

Todos los elementos necesarios para montar el cuadro inicial ya fueron calculados.
Se procede a montar el cuadro inicial y a optimizar usando el método de las dos
fases usando un cuadro unico.

z To T T2 T3 Ty Tq RHS

@00—2101@-2

T3 0 0o 11 0 1 -4 0 20

Lo 0 1 2 -1 0 -1 0 2

xwn 0 0 1 -3 0 —3 3 1

333000@1%%9
z 1 - 0 0 -2 - - -2
I S
» 0o - 0 1 & & - £

Por lo tanto, la solucién éptima del PL es el siguiente:
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T =2
=11 23 =0 :>z*——@
18 x4 =0 1

T2 = 11

La figura 4.4 muestra el proceso de optimizacion en el plano x; — x».

X2

2
—~<— Optimo
1
0
RN 2 3 4 X1
c N
-1 __>® Xa=2
) -7

Figura 4.4: Representacion grafica.

Como sabemos que Bily; = 1, entonces, por simple curiosidad, podemos montar el
problema original que fue optimizado, calculando y;:

y;szaZl_f(l)H_tl)]:[_ﬂ

Por lo tanto, el problema que fue optimizado tiene la siguiente forma:

[ min z(z) —x; — 2y
min x, T,
s.a.
3.1'1 + 4372 + X3 — 4370, =12
211 — T — T4+ T, =2
Ty, X2, T3, T4, Tg, Z 0
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El lector esta convidado a verficar que el cuadro inicial concuerda exactamente con
este problema.

Observacién importante: La inclusion de la variable x, como variable artificial
para calcular los coeficientes de esta variable en las dos filas de la funcién objetivo en
el cuadro inicial puede producir alguna confusiéon en el lector. Una forma alternativa
de montar el cuadro inicial es separando la variable x, del resto de los cédlculos. En
este caso el cuadro inicial tiene la siguiente forma:

Z T T TN Zaq RHS
z 1 0 0 cgB™'N — ¢y CBYa — Ca cgB~'b
To 0 1 0 ¢y BTN — ¢y ChYa — Cq ¢y B~'b
T 0 0 1 B~'N Ya B~ b

donde y, = B~ 'a, = B‘1y:1 es conocido y para el ejemplo tiene la siguiente forma:

-1

ya = 0
y ¢o = 0 es el coeficiente de costo de x, en la funcién objetivo original (siempre vale
cero) y ¢, = 1 es el coeficiente de costo de z, en la funcién objetivo de la fase I (y

siempre vale 1). Por lo tanto los elementos de la columna de x, todavia desconocidos
en el cuadro inicial se puede calcular de la siguiente forma:

cBya—ca:[—Q 0][_(1)]—0:2

c’Bya—c;:[O O][_(l)]—lz—l

(b) Ahora resolvemos nuevamente el problema escogiendo, también arbitrariamente, la
siguiente base: B = [as a4]. Entonces tenemos:

B 4 0 1
B_[_l _1] — B _[_ .

L LN
e}
| I

a;B:[xZ] xN:l””] cp=][-2 0] ey=[-10]

Ty x3
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Realizamos los cédlculos necesarios para montar el cuadro inicial:
-1 20 _% _%

012 3 . 3
SER[S] e 0l 3]

ﬂ__loz_l_l
IREKIREE

e LN

BN = [

B b= [

=

BN —cy=[-2 0] {

Como by = —5 < 0 entonces debemos usar la variable artificial z,. Para completar el
cuadro inicial se debe calcular los elementos de la fila de la funcién objetivo de la fase
[y el costo relativo de z, en la fila de la funcién objetivo original. Se debe observar
también de que y, es una columna de x, que ya esta actualizada, asi tenemos:

-1 _ 0
B ya_ya_l_l

Calculamos los elementos restantes para montar el cuadro inicial.

Costo relativo de z, en la funcién objetivo original:

0

_1]—0:0

CBB_ly; — Cg, = CBYq — Cg, = [ -2 0 ] l

Costos relativos de las variables no basicas de la funcién objetivo de la fase I que
tiene la forma simple min x, = z, (considerando x, como variable no bésica):

cp=1[0 0] cy=[00 1]

BTN —cy=—cy=[0 0 —1]

Funcién objetivo de las fases I actualizado para la base actual:

, 3
—1 _ _
cpBb=1[0 0][_5]_0
Todos los elementos necesarios para montar el cuadro inicial ya fueron calculados.
Se procede a montar el cuadro inicial y a optimizar usando el método de las dos
fases usando un cuadro tnico.
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To 0 1 0 0 0 0 -1 0

z20 0 §F 1 1 0 0 3
w0 o0 -4 0 -+ 1 C) -5
@ 1 0 -3 0 —3 0 0 -6
Zo 0 1 % 0 1 1 5
T 0 0 § 1 5 0 0 3
w0 0o () oo ¢ o115
1 0 0 0 -& - z _»
T 0 1 0 0 0 0 -1 0
20 0 0 1§ i i om
0 0 1 0 5 & 5 =&

Légicamente, la solucién 6ptima del PL es la misma encontrada anteriormente.

La figura 4.5 muestra el proceso de optimizacion en el plano x; — x5 donde se puede
verificar que la trayectoria simplex es diferente que en la estrategia de solucion adop-
tada en (a).

En este caso también podemos montar el problema original que fue optimizado,

calculando ,:
' 4 0 0 0
weon= 2 [] 8]
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X 2 7 xa=s
< \

—~— Optimo

Figura 4.5: Representacion grafica.

Por lo tanto, el problema que fue optimizado tiene la siguiente forma:

4 .
min z(x) = —xp — 2%y
min x, = T,
s.a.
3.I'1+4ZL'2+.T3 =12
2[1)1—[11'2 —ZL'4+.'L’a:2
L X1, T2, T3, T4, Tg, Z 0

El lector estd invitado a verficar que el cuadro inicial concuerda exactamente con
este problema.

(c) El lector estd invitado a resolver nuevamente el problema ahora escogiendo la base
B =la; ay]. La sorpresa puede ser agradable !!.

2. Usando el método de las dos fases convencional (Variables artificiales multiples):

Usando las variables de holgura x3 y x4 y, usando la variable artificial x5 las restricciones
del problema asumen la siguiente forma:
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3.’171 + 4.’1?2 + x3 =12
2x1 — X9 — x4+ x5 =2
Zy, T2, T3, T4, s, Z 0

Calculamos los coeficientes adecuados para montar el cuadro inicial a partir de la base
artificial evidente:

B = [as a5]:1:>B:B—1:1:“) H

xB:liz] Ty = z; c5=[00] ey=[-1 -2 0]
4

cp=[0 1] cy=[00 0]
Realizamos los calculos necesarios para montar el cuadro inicial:

v v [3 40 o, 12
BN_N_[Q I Blh=b=]|"]

12

cBBflb:cBb:[o 0}[ )

]:o cpB'N—cy=[—-1 =2 0]

B b =cghb=]0 1}[13122

! ’ ’ ! 3 4 O
-1 _ ) _ — -1 —
BTN —cy =cyN —cy = 0 1][2 . _1] [000]=[2 -1 —1]
Todos los elementos necesarios para montar el cuadro inicial ya fueron calculados. Se
procede a montar el cuadro inicial y a optimizar usando el método de las dos fases
convencional:
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z To Ty To T3 Ty Ts RHS

Zo 0 1 2 -1 0 —1 0 2

Z3 0 0 3 4 1 0 0 12

%00@—10—112

Zo 0 1 0 0 0 0 —1 0

o0 0o & 1 3 -

B0 0 1 -3 0 —3 3 1
© N e
o0 - 0 1 F % - #
L

La solucion 6ptima, logicamente, es la misma que las encontradas con los métodos ante-
riores.

Observacién: El ejemplo presentado apenas muestra la mecénica de implementacién de am-
bos métodos porque el ejemplo es muy pequeno para encontrar resultados conclusivos sobre
el desempeno de ambos métodos. Todavia existe otra técnica diferente para implementar el
método de las dos fases del simplex que sera presentado en la proxima seccion.

4.7 Inicializacion del Método Simplex Usando un Parametro
Grande (Método Big-M)

Motivacién y critica al método de las dos fases: En la fase I de los métodos simplex pre-
sentados anteriormente no es llevada en cuenta los coeficientes de costo de la funcion objetivo
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original, por lo tanto, la fase I del simplex procura una SBF cualquiera y no necesariamente
una buena SBF. Este aspecto siempre fue criticado en el método de las dos fases. Como una
alternativa a esta critica fue desarrollada una propuesta alternativa para contornar el problema
de la falta de una SBF evidente para iniciar el proceso simplex.

El método big-M, por lo tanto, es una forma alternativa de resolver un problema de PL
cuando no se tiene una SBF, generalmente identificado por una matriz identidad. En este
método existe solamente una funcién objetivo que estd constituida por los términos de la funcién
objetivo original més unos términos adicionales correspondientes a las variables artificiales que
tipicamente tienen coeficientes de costos elevados. Los coeficientes elevados de las variables
artificiales incentiva al método simplex para retirar las variables artificiales de la base porque
esos coeficientes aumentan mucho el valor de la funcién objetivo cuando las variables basicas
se encuentran en la base. Por lo tanto, si el PL original tiene por lo menos un punto extremo
(SBF) entonces todas las variables artificiales son eliminadas de la base siendo substituidas por
variables originales y encontrando una SBF del problema original.

Sea el PL:
mmn = cx
s.a.
Az — b (4.8)
x>0

donde b > 0. Suponer que (4.8) no tiene una SBF evidente. Entonces colocando las variables
artificiales en (4.8) tenemos lo siguiente:

min = cr+ Ml.x,

s.a.
Az + Iz, =0 (4.9)
x>0
T, >0

Observaciénes: En relacion al método big-M se pueden hacer las siguientes observaciones:

1. En todas las relaciones matematicas se estan considerando x, como un vector con vari-
ables artificiales completa, o sea, con m variables artificiales para un sistema con una
matriz A,,.,. El motivo es simplemente para facilitar las notaciones matematicas. En
implementaciones practicas, generalmente son consideradas apenas las variables artifi-
ciales que faltan para completar una SBF evidente, generalmente esa SBF es identificado
por la matriz identidad. En otras palabras, generalmente es aprovechada algunas variables
originales para formar la SBF inicial.

2. El término M 1.x, puede ser interpretado como una penalizacién a la funcién objetivo
debido a cualquier solucién con z, # 0.
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3. La estrategia también puede ser entendida como siendo un problema de minimizacién
donde se minimiza la parte 1.z, de la funcién ojetivo con prioridad principal (porque esas
variables tendran generalmente coeficientes de costo relativo elevados) y con prioridad
secundaria minimiza la parte cx de la funcién objetivo.

Ejemplo 11: Resolver el siguiente PL:

min 2 = T]— 2%
5.a.
.'171+ZL'222
—I +ZL‘221
— S
l'2§3

z1; 2220

Usando las variables de holgura x3, x4 y x5 transformamos las desigualdades en igualdades:

T1+ Ty — T3 =2
—x1 + X2 — Ty =1
5= ) +l‘5:3

Ti; Ty T3y T4y x5 >0

Como no existe una submatriz igual a I en el sistema anterior, adicionamos 2 variables
artificiales, ¢ y o7, que juntamente con x5 permitem montar una base artificial con base I.
Asi, tenemos el siguiente PL modificado:

((min z(x) = x1 —2xe + Mxg+ May

S.a.
X1+ Ty — T3 + xg =
—T1 + X9 — X4 +x7 =
T + Tr ==

Ti; To; T3y Tay Ty Te; x7 >0

de donde tenemos que la nueva matriz A" con una SBF artificial identificado por una matriz
identidad:

ai a2 a3 Q4 as Qg a7
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T
Tp = ii Ty = Z cs=[M M 0] ex=[1-20 0]
Ty 4

Realizamos los calculos necesarios para montar el cuadro:

11 -1 0 9
B=I=B'— BI!'N=N=|-11 0 -1 B'b=b=1|1
01 0 0 3
9
cBBflb:cBb:[M M 0] 1| =3Mm
3
11 -1 0
EN:cBB_lN—cN:cBN—cN:[M M 0] 11 0 -1]-]1 =20 0]
01 0 0

EN:[—l 2942M —M —-M

Ahora es posible montar el cuadro inicial del PL y resolver el problema. A continuacién se
presenta los cuadros simplex del proceso de optimizacién.



Cuadro simplex del método big-M.

1JO

Z1 T2 T3 Ty T Tg T RHS

2 1 9M+2 -M -M 0 0 0 30M
w6 1 1 -1 0 0 | 0 2
w7 1 @ 0 -1 0 0 1 1
s 0 1 0 0 | 0 0 3
2 142M 0 -M 2+M 0 0  —2-9M —24M
6 ) o 1 | 0 | . 1
s 1 1 0 1 0 0 1 1
s 1 0 0 | | 0 . 2
z 0 0 3 5 0 —3-M —5-M =3
1 1 0 —% @ 0 2 _% %
s 0 1 o 0 3 3 3
x5 0 0 1 % 1 _% _% %
2 3 0 2 0 0 —2-M —M 4
T4 2 0 1 | 0 | . 1
s 1 1 1 0 0 | 0 2
s -1 0 (O o | 1 0 1
2 1 0 0 0 2 M M 6
4 1 0 0 | | 0 1 2
s 0 1 0 0 | 0 0 3
3 -1 0 1 0 | 1 0 1
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Por lo tanto, la solucién éptima del PL es el siguiente:

T 0 £U3—1
{ L Ty =2 = z(z)" = —6
T2 3
Ty 0

4.8 Anadlisis del Método Big-M

En esta parte se analiza los varios casos en que puede parar el proceso de optimizacién usando
el método big-M, o sea, la convergencia del simplex para resolver PL’s usando el método big-
M. Intuitivamente, podemos suponer que el algoritmo debe parar en uno de los 3 tipos de
convergencia del método simplex: (1) identificando el problema como siendo infactible, (2)
encontrando una solucién éptima finita para el problema, o (3) identificando el problema como
siendo ilimitado.

Sea el problema original:

min z(r) = cx
s.a.
(P) = Az — b (4.10)
z>0
y sea el problema modificado:
min z(xr) = cx+ Mz,
s.a.
(PM) = Ar +z, =0 (4.11)
x>0
Tg >0

El método big-M inicia el proceso de optimizacién con una SBF artificial (recuerde que
estamos resolviendo el problema modificado) y converge en uno de los siguientes tipos generales
de respuesta (porqué no converge para un problema infactible?):

1. Fue encontrada una solucién éptima de (PM).

2. El (PM) es ilimitado.

A partir de estos resultados deben ser obtenidas las conclusiones para el problema (P).
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1. Caso A: Existe solucién finita de (PM)

En este caso existen dos posibilidades, el primero acontece cuando todas las variables
artificiales son iguales a cero y el segundo cuando no todas las variables artificiales son

iguales a cero.

(a)

Subcaso Al: Todas las variables artificiales son iguales a cero

Entonces (z*,0) es una solucién éptima de (PM).

En este caso z* es una soucién 6ptima de (P).

Suponer que x € P = (z,0) € PM.

Ahora se supone que uno de esos puntos, (z*,0) es éptimo de PM. Entonces en el
objetivo de PM tenemos que:

ct*+0<cxr+0=cz* <cx

y como z* € P = x* es 6ptimo de P.

Subcaso A2: No todas las variables artificiales son iguales a cero.

Entonces, (z*,z¥) es una soluciéon éptima de PM y 2% # 0. En este caso no existe
solucién factible para P.

Por contradiccién, suponer que 3 un z € P = (z,0) € PM y por la optimalidad
de (z*,z}) tenemos que:

cx* + Mz, < cx+0

cx* + Mz, < cx (4.12)
Como M es muy grande y 2 > 0 y # 0 entonces la desigualdad 4.12 es imposible.

Ejemplo: No existe solucion factible.

min z(r) = —x1— 3xe + x3
s.a.
T1+ 29+ 223 < 4
- +x3 >4
I3 Z 3

Ty, T2, 3 > 0

Colocando las variables de holgura x4, x5, 16 v las variables artificiales x7, xg, tenemos el
siguiente problema modoficado (PM):

min z(x) = —x1 —3xe+ 13+ Ma;+ Mg
S.a.
$1+$2+2$3+$4:4
—£U1+£U3—£U5+377:4
[L‘3—.’176+ZL'8:3
T1,T2,T3,T4,T5,Te, L7, T§ Z 0
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Montaje del cuadro inicial:

1121 0 000
A=|-1 010 -1 01 0 B=1I=|a4 a; ag
0010 0 -101
I
Ty M)
xB{m] Tp = | x3 cB:[OMM] cN:[—l -3 1 00
Ty Ts
Te
1 2 0 0
CpB'N-Cy=[0 M M}{l 01 -1 0][1 —3 1.0 0]
001 0 -1

CpB'N—Cy=[(1-M) 3 (=1+2M) —M —M |

CBBflbchb:[o M M] 4 | =7M
3

Ahora con base en la informacién anterior, puede ser montado el cuadro inicial.

Cuadro inicial del ejemplo

z xy T2 T3 T4 Ty T X7 X3 RHS
: 1 1-M 3 —142M 0 M -M 0 0 7M
T 0 1 1 (@) 0 0 0 0 4
o0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 4
zs 0 0 0 1 0 0 -1 0 1 3

xz 0 5 s 1+ 0 0 0 0 2
&%z o - -5 0 -+ -1 0 1 0 2

Ts 0 -3 -3 0 -1 0o -1 0 1 1
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Como M > 0 y bastante grande, entonces el cuadro final es éptimo. En este caso como
tenemos que x7 y xg son # s de cero, entonces tenemos un problema infactible.

. Caso B: El problema (PM) es ilimitado

En este caso tambien existen 2 casos, cuando todas las variables artificiales son iguales a
cero y cuando existe por lo menos una variable artificial # de cero.

(a) Subcaso Bl: Todas las variables artificiales son iguales a cero
Entonces el problema original P es ilimitado.

Prueba: Tenemos que en el cuadro 6ptimo de PM: (z*, z¥) = (z*,0)

(2 —ck) = jnéa% {(zj —¢5)} >0

Adicionalmente se tiene que, y, <0 y z; =0

Entonces: (z*,0) € P.

Como el problema PM es ilimitado, entonces 3 una direcciéon d = (dy,ds) > (0,0)
para el siguiente conjunto convexo de PM:

{(z,mq) : Az +x,=0

x>0
T, >0
Tal que: ¢'d < 0 [ definicién de problema ilimitado ]
= [c M] [gl ] = cdy + Mdy <0 =
2
cdy + Mdy < 0 (413)

Como M es un ntimero positivo bastante grande, y d, > 0, entonces la desigualdad
(4.13) solo es posible cuando dy = 0,

= dy =0 = cd; < 0 = P es ilimitado !!
Ya que d; es una direccion del conjunto convexo:

{z: A

T

AV

g

por lo tanto, como cd; < 0 = P es ilimitado.



Ejemplo: Problema ilimitado

Resolver el siguiente PL:

min z(x) = —z1 — Xy
s.a.

(P):> T1— X2 —T3=1
—I +ZL‘2+2ZL‘3—ZL‘4:1
Ty, T2,T3, T4 Z 0

Empleando las variables artificiales x5 y x¢ tenemos el problema modificado (PM):

min z(x) = —x1 —x9 + Mxs+ Mxg

S.a.

(PM):> T — Ty —T3+x5=1
—.'171+ZL'2+2ZL‘3—.'174+ZL'6:1
Ty,X2,T3,T4,Ts5, T Z 0

Implementacién del cuadro inicial: cg =[ M M ]; ey=[—-1 —1 0 0]
Z1

[ 1 -1 -1 010 s |
A_[—l 1 2 -10 1] xB_[:rG] BT

T4

csB'N —ey = M MH b=l 0]—[—1 —1 .0 0]

-1 1 2 -1

Donde:B:[ag, aﬁ]:I

cBB’lN—cN:[l 1 M —M]

1

CBBilb:CBB:[M M}[l

Ahora el cuadro inicial estd listo.

| =2

“U9
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Cuadro inicial del ejemplo

z Xy T2 Ty X4 T Te RHS
1 1 1 M —M 0 0 oM
T5 0 1 ~1 -1 0 1 0 1
T 0 . 1 @ 1 0 | 1
1 1+ 1-4 o0 -4 0 -4 M
"0 SN S S
S s L
z 1 0 2 0 1 -M-2-M-1 -3
10 1 —1 0 -1 2 1 3
T3 0 0 0 | 1 1 2

En el cuadro final x5 es candidata a entrar en la base ya que (23 — ¢3) = 2 > 0, sin

< 0= (PM) es ilimitado.

1
0

Como las variables artificiales x5 = x4 = 0 = P es ilimitado.

embargo y, = [ B

Entonces P es ilimitado en la direccion del rayo:

T
0

3 1 1
T = 2 + 0 NA>0 donde: z = |
0 1 xT3
0 0 Ty
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Reordenando los elementos de x tenemos el rayo z :

T 3 1
’ T2 2 0
pr— pr— N >
x s 0 + 1 MA>0 <= rayode P
Ty 0 0

(b) Subcaso B2: No todas las variables artificiales son iguales a cero.
Entonces el problema P es infactible (o inconsistente).
En el cuadro final tenemos que:

max
Zp — Cp = jieR {(Zi=c)} >0y yp <0y 2, #0

A continuaciéon se presenta un cuadro tipico donde las m filas de la base estan
formadas de tal forma que se tiene una base B con las p primeras columnas de las
variables originales y las otras columnas, de (p+1) a m, son formadas por columnas
de variables artificiales.

T - . Ty Tpyr - : - Ty - i - Tpn RHS
T 1 . . 0 0 . . . 0 . Y15 . . 51
Ty 0 . . 0 0 . . . 0 . Ya,j . . 52
Tp 0 . . 0 1 . . . 0 . Yp,j . . Ep

Tpr1 () . . 0 0 . . . 0 - Yp+1,j - . Bp+1
Tm 0 . . 0 0 . . . 1 . Ym,j . . Em

m
Sabemos que: ¢; =M Vi=p+1,..m y Z; = cpYij
-1
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Entonces para las variables no bésicas j = m+1,....,n tenemos que:

p m
zj— ¢ = ayy+ M( Y yiy) —¢ (4.14)
i=1 1=p+1

Ahora se va a demostrar que:

>y <0 Vi=m+1,..,n (4.15)

i=p+1

m
Si j = k, entonces como y;; < 0 = de manera trivial tenemos que: Z Yir <0
i=p+1

m
Para j # k suponer por contradiccién de que: Z y;; > 0 para algin z; que es
i=p+1
variable no bésica. Con esa consideraciéon y recordando que M es muy grande de
(4.14), se puede concluir que :

(z; — ¢;) = es muy grande (arbitrariamente grande)
Este hecho viola la definicién de que:

max
R — Ckp = jER {(Cj_cj) Y ykéo}

Asi, la consideracion es incorrecta y por lo tanto:

Yy <0Vi=m+1,.,n (4.16)
i=p+1

Sumando las dltimas (p-m) filas del cuadro tenemos que:

m n m m _
Yot DYy = )b (4.17)
i=ptl  jem4l  i=ptl i=pt+1

Ahora suponer que el problema P tiene una solucién factible. Entonces x; = 0 para
todas las variables artificiales y por lo tanto x; = 0 V; ¢« = p+1,..,m. También

m
z; >0 ycomo Y y; <0 V;j=m+1,.,n como fue demostrado en (4.16)
i=p+1
entonces el lado izquierdo de (4.17) es < 0 y el lado derecho de (4.17) es # de cero
y positivo, ya que no todas las variables artificiales son iguales a cero. Esta con-

tradiccién muestra que no existe solucion factible para el problema original P.

Observacion: No podemos concluir que el problema es inconsistente si observamos
que algin z; —¢; >0 y y; <0 y x, # 0. Es necesario que se utilice el mds positivo
de los (z; — ¢;) en la decision.



<Vl

Ejemplo: Problema infactible

Resolver el siguiente PL:

min z(x) = —x; — X9
s.a.
(P) 1 — T Z 1
I+ 22> 1
Ty, T2 Z 0

Empleando las variables de holgura tenemos:

T1 — T2 — XT3 =1
—X1 + X9 —£U4:1

Ahora se emplean las variables artificiales x5 y xg en el problema modificado.

min z(x) = —x1 —x9 + Mxs+ Mxg
S.a.

$1—$2—$3+$5:1

—.'171+ZL'2—.'174+ZL'6:1

L1, X2, X3, T4, x5, Te Z 0

Montaje del cuadro inicial:

o
fas] , [ 1 -1 -1 o010] , I %
”“"B_[xﬁl’A_lq 1 0—101]’3_[“5 a | =1 oy = 3

Ty

1 -1 -1 0

CpB'N-Cy = M M}[_l Lo 1

]—[—1 ~1 0 0]:[1 1 —-M —-M

1

CyB b= M M}ll

]:2M; Ble:N; B 'h=0»



«JO

z T X3 T3 Ty Tz Tg RHS
: 1 1 1 -M -M 0 0 2M
oo (1) -1 -1 0 1 0 1
o0 -1 1 0 -1 0 1 1

rr 0 1 :-1: -1 0 1 0 1

6 0 0 -0 -1 -1 1 1 2

El problema es ilimitado = x4 # 0 = P es infactible

Observacién: La tltima restriccién tiene la siguiente forma:

—T3 — T4+ T5+Tg=2 = T5+T6=2+T3+ T4 (4.18)

Sin embargo en (4.18) siempre se debe satisfacer que:

x3 > 0; x4 > 0} ya que son variables originales (holgura)

Asi, de (4.18) podemos concluir que:

x5 + x¢ > 0 = El problema original es inconsistente (infactible).

4.9 Comparacién del método de las dos fases y el método
Big-M

Qué tan grande debe ser M 7

No existe argumento tedrico para afirmar que el método Big-M sea mas rapido que el método
de las dos fases.

El método Big-M puede presentar problemas de error de redondeo por el valor seleccionado
para M.

Problema serio envuelto con el método Big-M: Qué tan grande debe ser M? debe asumir
un valor tal que para alguna SBF de PM con todas las variables artificiales iguales a cero
su correspondiente objetivo debe ser mejor que la mejor SBF de PM con todas las variables
artificiales iguales a cero, ya que esa es la inica forma de garantizar que una SBF del problema
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original es mas atractiva que la mejor SBF de PM con todas las variables artificiales iguales a

cero.

Portanto, en la seleccion de M no es suficiente comparar el valor de M con los coeficientes

de costo de la funcién objetivo original.

Resolver PM para un M
bastante grande

Caso A

La soluciéon 6ptima

Caso B

La solucién de PM

es finita es ilimitada
Subcaso Al Subcaso A2 Subcaso B1 Subcaso B2
Existe solucién El problema P es El problema P es El problema P es
6ptima del problema infactible ilimitado inconsistente (no
P=2 =0 =k #0 =z, =0 factible) = 2% # 0

Resumen de resultados

Ejemplo: Puede existir problemas con la seleccién de M.

Resolver el siguiente PL:

min z(x)

(P)

6371—.1'226

Z1,T2 >0

El problema modificado asume la siguiente forma:

min z(z) = 1+ My

S.Q.

€EL1 — X9 — X3+ X4 =€

X1,T2,T3,T4 Z 0
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La figura 4.6 muestra la regién factibel del problema en el espacio (21, xs):

Observacién:
1
1. El problema original en E? = P tiene solamente un punto extremo | 0
0

( X1

Figura 4.6: Comparacién de los métodos de las dos fases y Big-M

1
2. El problema modificado (PM) en E* tiene dos puntos extremos: 8 y

a o o O

0

Asi, el peligro en la seleccién de un M inadecuado estd en el hecho de que un M no muy
grande puede identificar el ”punto extremo artificial” como siendo éptimo. Sea T el punto
extremo original y " el punto extremo artificial. T lleva una funcién objetivo igual a
1y & lleva a un objetivo igual a M. Asi, no existe problema con la seleccién de M si
1<eM = M > % Una figura en el espacio (1, x4) ilustra mejor el problema.

En el ejemplo se ¢ = 0.01. entonces M > 100, a pesar de que el coeficiente de z; sea
relativamente pequena e igual a 1.
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X 2

Cualquier ¢ de PM que quede en

este intervalo, indicaun valor de

M correcto, ya que identifica el

punto correcto como optimo

e Punto extremo artificial
Punto extremo original
1 X1

Figura 4.7: Comparacién de los métodos de las dos fases y Big-M
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4.10 Ejercicios Resueltos:

1. Usar el método de dos fases con multiples variables artificiales para resolver el siguiente

PL:
min  —2x1 + 220 + T3 + 14
s.a. T+ 2x+x3+T4 <2
PL: l‘1—$2+l‘3+2l‘423
2£U1 — X9+ T3 > 2
X Z O,Vj
Solucioén:

En cada una de las ecuaciones de la forma > donde aparecen variables de holgura nega-

tivas, agregamos variables artificiales:

min xy = xg+ Tg
min z(x) —2x1,+2wy + 23 + 24
s.a.
PLE : $1+2$2+l‘3+$4+l‘5:2

T1 — X9+ T3+ 204 — 26 +23 =3
2$1—.’L‘2+!L‘3—!L‘7+.’L‘9:2
r; >0,V;=1,9

A=|1 -11 20 -1 01 0l: b=1|3
2 -1 1 0 0 0 -1 0 1 2
Cs Cg Cg
Base = (x5,28,19) ; cp = [0 0 0}
C1 Cy C3 C4 Cg Cy C’5 018 C;
ex= [-2 2 1 1 0 0]; ég= [0 1 1]
cy=[000000]; B=I
Célculo de coeficiente de costo relativo:
1 2 11 0 0
pB'N—cy=[01 1][]|1 -1 12 -1 0|-[000000
2 -1 10 0 —1



cgBT'N—cy=1[3 -2 1 2 -1 —1]

cgB'N —cy=0—cy=2 -2 -1 —10 0]

Inicio de la Fase [:

Z

Zo

Ts
= xTs
T

2
B'N=N : B'%b=0b; cgB'%W=0; czB'=[011]]|3]|=5
2
\
‘ Z i) ‘ Iy Tg X9 ‘ Try X9 T3 Ty Tg X7 ‘ RHS ‘
Z!11 0|0 O O|2 -2 -1 -1 0 0 0
|0 110 o0 03 -2 1 2 -1 -1 5
:2/1
x50 O |1 0 01 2 1 1 0 0 2 .3/1
xw|O0O OO0 1 O0O}1 -1 1 2 -1 O 3 2/2
|0 OO0 O 1]2 -1 1 0 0 -1 2 '
Entra x; : (Mayor coeficiente de costo relativo en x)
U
‘ 4 Zo ‘ Ty Xg T9g ‘ T T xT3 Ty Tg Tr ‘ RHS ‘
1 010 O -1 0 -1 2 -1 0 1 -2
o 1,0 0 -3/2,0 -1/2 -1/2 2 -1 1/3 2
:1/1
0O 01 0 -1/2|0 5/2 1/2 1 0 1/2 1 .2/2
o o0 1 -1/2,0 -1/2 1/2 2 -1 1/2 2 :1/0
o oo o -1/2,1 -1/2 -1/2 0 0 -1/2 1 '
Entra x, (Mayor coeficiente de costo relativo positivo en xg)
Z To | Ty xTs T9g T T T3 T4 Tg XT7 RHS
Z |1 O 1/2 -5/4| 0 -5/4 -7/4 0 -1/2 5/4| -1
2| 0 1 -1 -1 0 0 -1 0 0 0 0
x5 | 0 0 -1/2 -1/4) 0 11/4 1/4 0 1/2 1/4 0
ze |0 0 /2 -1/410 -1/4 1/4 1 -1/2 1/4 1
z; |0 0 0 /211 -1/2 1/2 0 0 -1/2 1

Fin de Fase I e inicio de la Fase 11

1l
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xg = 0 y variables artificiales fuera de la base

Inicio de Fase II:
U

Z\|\Z|xs w4 a1 T T3 T z7 | RHS

Z|1|0 0 0]-5/4 -7/4 -1/2 5/4| -1

e}

“z;[0] 1 0 0 |11/4 1/4 1/2 1/4] 0
x4 /4 1/4 -1/2 1/4] 1 |:4
z |00 0 1]-1/2 1/2 0 -1/2| 1

)
)
—_

Entra z7 (dnico con coef. de costo relativo positivo)
Sale x5 (min 0,4)

Después de pivotar:

Ty T4 X1 To9 T3 Tg T7 RHS

4 3 0 -1 0] 1
0|02 0 1] 5 1 1 0] 1

=
1
[a—y
—_
=

Solucion:
T = 1 Ty = 0
T9 = 0 Tg =
T3 = z7 =20
T4 1
" =-—1

2. Resolver el mismo ejercicio anterior usando una unica variable artificial.
Solucion:

Intentando formar una base inicial B = I multiplicamos la segunda y tercera restriccion
por -1 y tenemos lo siguiente:
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((min z(x) = =221 + 229 + x5 + 24
S.a.
. [L‘1+2ZL‘2+.’L‘3+ZL'4+.’L‘5:2
PLE{ —£U1—|—£U2—£U3—2£U4 +l‘6:—3
—2.%‘14—.%‘2—.%‘3 —|—.’L'7:—2
L l‘jZO,Vj
1 2 1 1 100 2
A=]-11 -1 -2010]; b=]|-3
-2 1 -1 00 01 —2
Iy il
B=I=ap= |16 |; ay= x; ;cB:[o 0 0]; cN:[—2 2 1 1
Ty T4

Intentamos montar el cuadro inicial:

EN:cBBle—cN:—cN:[—2 211

cgB b =0 b=B b= -3

Como b tiene dos elementos negativos entonces necesitamos de la Fase I con la variable
artificial z,con un vector y, asociado de la siguiente forma:

0

Yo = -1
-1

Calculamos los elementos del cuadro relacionados con xy y z, porque tenemos la funcion
objetivo de la fase I:

min Ty = T,
cp=[000]; cy=[000 0]

cIBB’lN - c;v =0; clBya - c; =0—-1=-1; Cra = CBYa = 0; c,BB’lb =0
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los valores menores de coeficientes de costo en la funcién objetivo.



3. Resolver el siguiente PL usando el método de multiples variables artificiales:

min 3.%‘1 — 3.%‘2 + x3

s.a.
PLE . T1 + 229 — X3 >9
—3.'171 + X9 + X3 S 4

.’L‘j Z 0 Vj

Se requiere una variable artificial
[ min 37, — 37y + 73 . 7
min g )
s.a.

PLE : ZL‘1—|—2ZL'2—ZL'3 25

x4, x5 . variables de holgura

T o variable artificial

—.’L‘4+ZL‘6:5
+l‘5:4

T+ 2!11‘2 — I3
—31‘1 — X9 + X3
X Z 0 v]'

1
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U
Z\|lxy x x5 |1 T2 w3 x4 | RHS
Zl!1]1 0 0 0/-3 3 -1 0 0
20| 0 1 0] 1 2 -1 -1 5)
6| 0 1 01 2 -1 -1 SRR g
x50 0 00 1}-3 -1 1 0 4

Entra x5 (Mayor coef. de costo positivo en la fila de z)

!
Z | xo Te Ty | X1 T T3 Xy RHS
Z 11|10 -3/2 0|-9/2 0 1/2 3/2|-15/2
2| 0] 1 -1 0] 0 0 0 0 0
T |0 0 1/2 0| 1/2 1 -1/2 -1/2 5/2
<z5| 0| 0 1/2 1(-5/2 0 1/2 -1/2| 13/2

Fin de la Fase I. inicio de la fase 11

En el cuadro anterior, x4 es la variable que debe entrar por tener mayor coeficiente de
costo positivo en la fila de Z; pero no existe un coeficiente y;; positivo que permita su
entrada a la base. Por lo tanto el problema es ilimitado. Sin embargo, a manera de
ilustracion escogemos entonces a x3 que también tiene coeficiente de costo positivo.

g
Z\|xs | ®1 w2 w3 x4 | RHS
Zl11-21-2 0 0 2 -14
2 0] 1] 2 1 0 -1 9
o 25 0 1 -1 13

X3

Se observa que la funcién objetivo — mejora. Sin embargo la funcién costo relativo de z,4
es positiva y no hay posibilidad de entrada a la base ya que 24 ¥ y34 son negativos significa
que x4 puede crecer indefinidamente ya que no existe variable de bloqueo continuando
el caracter ilimitado del problema. El problema es ilimitado a partir del siguiente punto
extremo:

[ZE1:0 ZL‘2:9 ZL‘3:13 .’174:0]
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N 0| |1 1/5 P | p—1/10
el |0 2 -1/2 | -1
En consecuencia, e = -1y p=1/10

Cuadro encontrado:

Z|xz3 x| x2 w4 | RHS
Z 1110 0 1 4 6
z3[ 0|1 0| 0 1/5 4
z 0] 0 1 |-1 2 3

En resumen:
a=3;b=0;c=0;d=1;e=-1;f=0;g=14

b) Sistema original:

max 2x1 — 319
s.a.

—1/1021 + 1/10z5 < 37/10

P: L.
/22, — 1/215 < 3/2
\ 1,22 >0
0y __ . 0Z __ . 0Z . 0rp
¢) 5 =05 5 =05 5, =45 5 =0
Z\|xz3 x|z w4 | RHS
Z|1110 O 1 4 6
z3 101 1 0 0 1/5 4
z, /010 1 ]-1 2 3

d) El cuadro es 6ptimo ?

(29 —c2) =1>0 | cuando la funcién objetivo es del tipo Maximizar
4>0 [ = todos los(z; —¢;) > 0= éptimo

La solucion es éptima!



CAPITULO 5

EL SIMPLEX REVISADO

5.1 Introduccion

El método simplex revisado es un esquema de implementacion del método simplex en una forma
computacionalmente eficiente en algunos problemas, dependiendo de los valores de m y n, donde
las operaciones de pivotaje son realizadas solamente en un cuadro reducido del tamano de la
base.

Recordando los pasos del Simplex: Problema de minimizacién

Suponer que tenemos una SBF con base B e inversa B!, entonces:

1. La solucién bésica factible es dada por zp = B~'b=b y anx =0
con objetivo: z(z) = cgB™'b = wb=cpb donde: w = cgB~".
2. Se puede calcular: w = cgB !

Para las variables no basicas se puede calcular sus costos relativos: ¢y

ey = cgB !N —cn  donde cada elemento de ¢y es :
(zj — ¢;) = cgB™ta; — ¢; = wa; — ¢;
J Jj) — B J J = J J

Sea (zr — ¢x) el mayor elemento de €y, entonces:
Si (2 — ¢;) < 0= pare = el éptimo fue encontrado.
En otro caso, la variable no basica x; es candidata para entrar en la base.
3. Calcular: 3, = B~ 'a;, correspondiente a la columna k de la matriz original A, actualizada
para la base actual B.

Si yr < 0 = pare = problema ilimitado.
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En otro caso, seleccionar una variable x g, que debe salir de la base. El indice r es obtenido
de la columna k actualizada a través de la relacién:

Er . Ez .
— =min{—;yr >0p3;1=1,m
Yrk Yik

Actualizamos B substituyendo ap, por a; (pivotaje) y regresamos al paso 1.

5.2 Cuadro Reducido del Simplex

Suponer que se tiene disponible una base B y su inversa B~!, entonces es posible implementar
el siguiente cuadro reducido:

BASE INVERSA RHS

w CBb

B! b

Cuadro 5.1: Cuadro del Simplex Revisado
Donde: w =cgB™' 'y b=DB"'b
Verificando la posibilidad de emplear el cuadro Simplex revisado:
1. Toda la informacion necesaria estd en el cuadro. Y también légicamente, tenemos disponible

los valores de A,b y c.

2. Se pueden calcular todos los costos relativos de las variables no basicas:
CN = CBBilN — CN = wN — CN

Esto es posible porque w es conocido y, ademas, N y ¢y son las columnas de las variables
no basicas del problema original y los costos originales de las mismas.

3. Se puede calcular: B~lay = y, ya que B! es conocido (estd en el cuadro) y a es la
columna original de la variable no basica z; en la matriz A.

Si es realizado el cambio de base, entonces el pivotaje es realizado solamente para el
cuadro reducido:



Base inversa | RHS xy(variable no bésica que entra en la base)
w cpb (z, — k)

by Yk
by Yk

B! : :
b, Yrik <= (elemento pivot)
Bm Ymik

Cuadro 5.2

El cuadro 5.2 pivotado mantiene la estructura de w y B! para la nueva base ? Si, ya
que B! y w aparecen siempre abajo de las mismas columnas del cuadro, desde que el
cuadro original ya tenga w y B~

Ejemplo 1: Resolver el siguiente PL:

min z(x) = —x1 —2x9 4+ x3 — x4 — 4x5 + 276
s.a.

[L‘1+.'172+ZL'3+.'174+ZL'5+ZL'6§6

2171—172—2.773+ZL'4§4

T3+ x4 + 205 + 16 < 4

T1,T9, L3, T4, Ts,LTg > 0

Al introducir las variables de holgura x7, zg, r9 se tiene:

min z(x) = —x1 — 2Ty + 13 — 14 — 45 + 274
s.a.

T+ To+a3+Ts+T5+25+27=06

201 —x9 — 223+ x4 + 283 =4

T3+ Ty + 2205 +Tg+ 29 =4

T1,Ta, T3, Te, T5, Tg, L7, T8, Tg > 0

1. Montaje del cuadro inicial:

Base Inicial: xp = (27, x5, 29) => B = I (matriz identidad);
IN = (x1,$2,$3,x4,$5,$6)
w=cgB~ =100 0I=1[0 0 0]

—=b=B'b=Ib=b= | 4

También: cgB~'b =0



Base inversa RHS | z5
z 0 0 0 0 4
xr | 1 0 0 6 1
T 0 | 0 | 1T | 4 [ 2]  pivor

2. Verificar optimalidad:

EN:CBB_IN—CN:U)N—CN:—CN: 1 2 -1 1 4 =2

No es 6ptimo, entonces x5 entra en la base.

3. Actualizar la columna de x5:

1
y5:B*1a5:a5: 0
2

Por el momento no existe posibilidad de que el problema sea ilimitado y debe ser selec-
cionada la variable que sale de la base. La columna actualizada de x5 es la siguiente:

4
Columna de a5 actualizada: (1) =—> x4 sale de la base
2
1. Pivotaje:
Base inversa RHS | z,
z 0 0 -2 -8 2
7| 1 0 —% 4 1 | <= pivot
xg | 0 1 0 4 -1
5| 0 | 0 z 2 [0
rp = [$7,x8,$5] ;, TN = [171,[E2,$3,[L'4,$6,.’L‘9]

2. Verificar optimalidad:

=100 —2]

CN = CBBilN — CN = wN — CN

-1 -2 1

[ S —

—_ O =

—_— o O
|

1 1 1
2 -1 =2
0 0 1

-1 2 0



ex=100 -2 —2 —2 —2]—[—1 —2 1 -1 2 0]:[1 2 -3 —1 —4 -2

No es 6ptimo = x5 es candidato a entrar en la base.

3. Actualizar la columna de x4

10 —% 1 1 ? Columna
ypo=Blay =10 1 0 -1 |=|-1| = actualizada de y,
1 -1
00 3 0 0 0

Es ilimitado? no es por el momento. Entonces x7 sale de la base.

1. Pivotaje:
Base inversa RHS
z -2 0 -1 -16
xs | 1 1 | —3 8
x5 | 0 0 > 2
2. Verificar la optimalidad:
EN:U}N—CN
rp = ($2,$8,$5)
IN = (.Z'l,l'g,l'z;,.%'ﬁ,l‘?,l‘g)
1 11110
EN:[—QO—l] 2 -2 100 0 —[—11—1200]
0 1 1101
tv=[-2 -3 3 =3 =2 —1|-[-11 -120 0]

ov=[-1 -4 -2 -5 -2 -1 | = 6ptimo
Es 6ptimo entonces = pare. La solucion 6ptima es la siguiente:
To — 4

r5 =2 = z(x) =—16
.1'8:8



Operaciones: Las operaciones realizadas, por iteracion, para este problema con m = 3
(restricciones) y n = 9 (variables) son los siguientes:

Simplex Revisado:

Multiplicaciones = m(n — m) + (m + 1)? = 34.
Sumas = m(n + 1) = 30.

Simplex normal:

Multiplicaciones = m(n —m) +n + 1 = 28.

Sumas = m(n —m+ 1) = 21.

El siguiente cuadro muestra la solucién del problema usando el algoritmo simplex normal:

Simplex normal:

z Ty Ty X3 Ty T Xg T7 Ty T9 RHS

7 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 6

Zg 0 2 -1 -2 1

0
x900011@10014
0

moo 1 ()3 3 0 3 o1 o0 - a4
s 0 2 -1 -2 1 0 0 0 1 0 4

x» 0 0 0 3 3 1 + 0o o0 3 2

@ 0 1 1 3 3 0 3 1 0 -5 4

s 0 3 0 -3 2 o L+ 1 1 -4 8
x» 0 0 0 3 3 1 £ 0 0 3 2
ZL‘2:4
Solucién éptima: { x5 =2 = z(z) = —16

1'8:8



Observaciones:

1. Que método requiere mas operaciones, el simplex normal o simplex revisado 7
En cada iteracién se realizan las siguientes operaciones de adicién y/o multiplicacion:
Normal: 2m(n —m)+m+n+1
Revisado: (m + 1)* +m(2n —m + 1)

Asi, dependiendo de los valores de m y n, se pueden determinar las operaciones necesarias
por iteracion.

Para sistemas pequenos el esfuerzo computacional es similar y hasta menor en el caso del
simplex normal.

2. El simplex revisado presenta un mejor comportamiento en sistemas de gran tamano. Para
una matriz A muy grande se tienen las siguientes ventajas:

a) Como el simplex revisado emplea la submatriz N original, entonces si A es dispersa
(tiene pocos elementos diferentes de cero) toda la matriz A es almacenada en forma
compacta en un vector con apuntadores adecuados. Asi, el numero de operaciones
para calcular ¢y se reduce considerablemente. Igual acontece con yj.

b) El simplex revisado presenta menor error de redondeo ya que emplea los valores
originales para calcular ¢y y yx.
Asi, el simplex revisado presenta error de redondeo solamente en el pivotaje.

Algoritmo Simplex Revisado (minimizacién)

Paso Inicial:

Encontrar una SBF inicial con base B e inversa B~!. Calcular w = cgB™!, cgB~'b=wby
b = B~'b e implementar el cuadro revisado:

BASE INVERSA RHS

w CBb

B! b

Si no existe SBF inicial, entonces se implementa la fase I del simplex.

Paso Principal:

1. Calcular los costos relativos de las variables no basicas:

EN:cBB_lN—cN:wN—cN<:(zj—cj) Vi eR



max
2. Sea: (z, —¢) = jeR {(zj —¢)}

e Si (2 — ¢,) < 0= pare = fue encontrada la solucién éptima.

e En caso contrario z;, es candidata a entrar en la base. Entonces se debe ir al paso

(3).
3. Calcular: v, = B ta,
e Si y, < 0= pare. El problema es ilimitado.

e Si yr £ 0 entonces colocar la columna l Zky_ Ch ] en el lado derecho del cuadro
k

simplex revisado, de la siguiente forma:

BASE INVERSA RHS T
w cgb (2 — cx)
B! b Yk

Determine el indice pivot r usando la siguiente relacion:

B owin (B
yrk_ 1<i<m |yy Yik

Pivotar el cuadro simplex revisado con el pivot y,,, actualizar las variables basicas y
regresar para el paso (1).

5.3 Meétodo de las Dos Fases del Simplex Revisado

En este caso se pueden tener dos filas para la funcién objetivo o actualizar la fila objetivo
original después de concluir la fase I.

Ejemplo 2: Resolver el siguiente PL:

min z(x) = 3xy —xe — Tx3+ 314 + x5
s.a.
5x1 — 4wy + 1323 — 224 + x5 = 20
T1 — To +D5T3 — Xy +2x5 =8
X Z 0



Adicionando las variables artificiales tenemos:

min z(x) = 3wy —xe — Tr3+ 3x4 + 5
s.a.
5x1 — 4z + 1323 — 224 + x5 + x5 = 20
T1—To+0x3 — X4 +x5+27 =28
ZL']ZO

Incorporando la funcién objetivo de la fase [ y usando una notacién compacta el PL asume
la siguiente forma:

min z(x)= [3 -1 -7 3 10 0]
min T, = [0 00001 l]x

S.a.
5 —4 13 =2 1 1 0] [20
1 -1 5 —-110 1%

10
Base: zp = [xg, z7]; B:I:[O 1]

Sea w' los multiplicadores simplex relacionados con la funcién objetivo de fase I:

’

w :c’BB_lzc’BI:c’B:[l 1]

También:

:ro:clBB_lbzw,b:[l 1}[201228

1. Montaje del cuadro inicial:

Cuadro inicial | RHS | x5
T | 1 1 28 | 18
T | 1 0 20 | 13| = pwot
T7 0 1 8 5

1. Calcular los coeficientes de costo relativos de las variables no basicas y verificar optima-
lidad:

IN = [xla T2,T3,T4, ZU5]

5 —4 13 -2 1
1 -1 5 11

dy=[6 =5 18 =3 2|-[0 000 0]|=[6 —5 18 -3 2]

Ty =B 'N—cy =1 1][ ]—[00000]



. Escoger la variable candidata a entrar en la base:

El cuadro no es 6ptimo, entonces x3 entra en la base.

. Actualizar la columna de x3 y realizar pivotaje:

yngla3:a3:[13l

5
18
Columna pivot de x3 actualizada: | 13
5

xg sale de la base y se debe realizar pivotaje:

Base inversa | RHS | x5
5 4 8
P
s e U
—5 T 78] «=pivo
L7 13 L] & 13 p

. Calcular los coeficientes de costo relativos de las variables no basicas y verificar la opti-
malidad:

IN = [.I'l, T2,T4,Ts, x6]

m:éﬁlN—@:[—il]l5_4_21l

1—1—110]_[00001]

Fo—[_12 7 _3 8 _18
N = 13 13 13 13 13
. Escoger la variable candidata a entrar en la base:

El cuadro no es 6ptimo, entonces x5 es candidata a entrar en la base.

. Actualizar la columna de x5 y realizar pivotaje:
1 1
_ p-1 _ 13 _ 13
13 13

Columna actualizada.

Sloo Sl= Glee

No es ilimitado por ahora y x7 sale de la base y se debe realizar pivotaje.

Pivotaje:
Base inversa | RHS
T 0 0 0
T T 3
T
s | —% 8 2

Final de la Fase I: xy = [x1, 22, 24, ¢, T7]



1. Calcular los coeficientes de costo relativos de las variables no basicas y verificar la opti-
malidad:

Ty=[0 0|N-cy=[00 0 -1 —1|= o6ptimo !
2. El cuadro es éptimo y termina la fase I.

Fase II:

Para la fase II se debe calcular w y cgB~'b = w y wb.

w=cpBt = [ -7 1][

1]

.TN:|:ZL'1 i) ZE4]

wh=[ -

N|w
N[Ot

Ahora es posible montar el cuadro inicial de la fase II y continuar el proceso de optimizacién.

Cuadro inicial de la fase 11
Base inversa | RHS
-10

8
o

Zs3
Ts

00| Eool—po 1
N |0 | e

100 | ~Joo | wop\o | <

<= pvot

o0 | oo | N0 | 49|

1. Calcular los coeficientes de costo relativos de las variables no basicas y verificar la opti-
malidad:

EN:’U)N—CN:[—%

N[Ot

i
=[5 1 1]-[s 1 a]=e=[8 1 1)

2. Escoger la variable que debe entrar en la base:

El cuadro no es éptimo y o es candidata para entrar en la base.

3. Actualizar la columna de x5 y realizar pivotaje:

Y2 = B lay = [

|
oot ool
e
OO|QJ o=
I — |
1
| |
— R
|
Il
1
|
| oo|w
I — |
|
XN W N[

x5 sale de la base.



Pivotaje:

Base inversa | RHS
2 I 38
C A
kB B B Livol
_5 3 ! 100
L2 7 7 7 p
Ip = [553,332] IN = [331,554,555]

. Calcular los coeficientes de costo relativos de las variables no basicas y verificar la opti-
malidad:

o= -ex=[2 -2][] ][5 31]

Ty = [ -z 4 _% ] = 6ptimo global

. El cuadro es 6ptimo y la solucién 6ptima es la siguiente:

4

., T _= =

Solucién{ “* ~ [, = z(z) = ——.
T3 =7

Montaje de un tnico cuadro para las dos fases del simplex revisado

Es posible colocar inicialmente las dos filas de la funcién objetivo en el cuadro simplex
revisado para facilitar la transiciéon para la fase II. A manera de ilustracién se resuelve
nuevamente el problema anterior realizando el montaje de un tinico cuadro desde el inicio
del proceso.

Para montar el cuadro inicial y resolver el ejemplo nuevamente, aprovechamos los célculos
realizados en el problema anterior y simplemente se calcula los parametros restantes. Por
lo tanto, para montar el cuadro inicial se calcula los elementos de la fila de la funcion
objetivo original para la base inicial formado por zg = [zg 7]

Como ¢ =[0 0] tenemos:

w:cBB_lch:{O O]; cgB7h =0

Cuadro inicial global

Base inversa | RHS | z3
To | 1 1 | 28 |18
z 0 0 0 7
Tg 1 0 20 | 13 | pivot
T7 0 1 8 5




Es necesario calcular solamente ¢3 = wasz — c3 = —c3 = 7 para tener la columna pivot:

18

. 7

—> Columna pivot: 13
5

Entonces realizamos pivotaje:

Base inversa | RHS | x5
5 1 8
A N A
B TR ot
_5 S 8] <= pivo
X7 13 1 13 13 p

Nuevamente, se calcula solamente c; para tener disponible la columna pivot de x5 ade-
cuadamente actualizada. Asi tenemos:

_ 1 _
C5:|:_l 0:|[ ]—05:—%—1:—%:>C5:—%

Columna pivot:

Se realiza pivotaje:

Base inversa | RHS
T 0 0 0
_3 5 _
© 2 4 £0
R T
s | T3y 8 2

En este caso termina la fase I y se pasa para la fase II.
Célculo de ¢y

N = ['Z‘IJ X2, l‘4]

CRIGEEEIE B Fieiel BER IS

No es 6ptimo y x5 entra en la base.



3. Calculamos la columna actualizada de xo explicitamente:

Yo = B lay = [

Base inversa | RHS | 9
ZEIREENE
1 _1 3 _3
= g 138 % 78 <— ) t
_5 3 T 7 100
L5 8 8 2 8 p
x5 sale de la base.
1. Pivotaje
Base inversa | RHS
T2 ] 4 | _®
© 0 T’ va
B
L2 ] —7 T 7
Ip = [173,$2] N = [$1,$4,$5]

Verificando optimalidad:

v=un—ae=[2 ][] 0 ][ 8 1]=[

global.

Solucién 6ptima global:

To — 4
h = z2(r) =——
T3 a

o|Ut ool
|
|
—
|
— A
| I
I
1
|
|
|

| wlw N

—% ] — 6ptimo

A manera de ilustracion se muestra, en el préximo cuadro, la solucion del problema usando
el simplex normal y montando el cuadro inicial de la misma forma que es realizada en el libro

de Bazaraa:



Simplex normal:

o Ty T2 T3 X4 Ts Te Tr RHS
z o -3 1 7 =3 -1 0 0 0
Lo 1 0 0 o 0 0 -1 -1 0
Te o 5 -4 13 -2 1 1 0 20
7 o 1 -1 5 -1 1 o0 1 8
z 0o -3 1 7 -3 -1 0 0 0
To 1 6 -5 18 -3 2 0 0 28
6 0 5 —4 @ -2 1 1 0 20
L7 o 1 -1 5 -1 1 o0 1 8
z 0 -5 15 0 -§ -§ -1 0 -4
Lo I -5 %5 0 -5 5 —16 0 1
s 0 % -5 ! —% u om0 3
o 0 -2 5 0 5@ -5 1 4
Sl 0 8 % 0 —f 0 ) 3w
o 1 0 0 0O 0 0 -1 -1 0
SRR S B U B
L RO NN N .
: 200 ¥ -2
g R T S
" S s




Observacién importante:

Se debe observar que el cuadro inicial del método simplex revisado se puede montar con
cualquier base factible y no necesariamente a partir de una base que sea la matriz identidad.

Para ilustrar esta posibilidad procedemos a montar el cuadro inicial del método simplex
revisado, para el ejemplo 2, para una base definida por xz = (x3, x5) (que obviamente tiene
que ser una SBF).

Asi tenemos:

Entonces: w = cgB~!' = [ -7 1 ] [

oot 0o
=
w |~
| |
I
| |
|
[NIY
oot
[

Z=cpB lb=wh=| -3 g}lQQl:—lo
| %)-[]

El lector esta invitado a terminar de resolver el problema.

1
8
3

= Nlw

13
8

Cuadro actual

Base inversa | RHS
3 5
R B S
Ble Lol
T g | % | 3

Prevencién de ciclaje

Cuando un problema tiene puntos extremos degenerados puede aparecer problemas de ciclaje
que consiste en un proceso de oscilaciéon del método simplex en torno del punto extremo de-
generado. Este fenémeno anormal es més tipico de problemas tedricos y raramente sucede en
problemas reales. Para evitar ciclaje se puede usar la siguiente estrategia:

Sea xy, la variable que entra en la base, entonces la variable que sale de la base es determinada

por :
b, b;
I, = {r P — :mm{— Sy > 051 = l,m}}
Yrk Yik

Si 3 un simple elemento (tinico) entonces zp, sale de la base. En caso contrario determinar:



Yr1 min | Y
L =%r:—= . I Voo
Yre 1S Lo | Yik
Si existe un unico elemento entonces xp, sale de la base, en caso contrario continuar asi
hasta encontrar un tunico indice a través de la relacién:

Yrk €l |y

Ejemplo 3: Resolver el siguiente PL:

min z(x) = —%m + 205 — %ZL‘G + 6x7
s.a.
$1+i$4—8$5—$6+9$720
To + %x4 — 1225 — %xﬁ +3x7;=0
T3+ xg = 1
Z; Z 0

Cuadro simplex:

zZ T1 X2 X3 Ta Ts T T7 RHS

z 1 0 0 0

o

—20 % —6 0 x4 entra en la base

10 1 0 0 -8 -1 9 0 lo=min{y 5t =L={12}

=

T2 0 0

—_
(@)

@ -12-3 3 0o L=min{gy,z}=L={2}

T3 0 0 0 1 0 0 1 0 1 9 sale de la base

z 1 0 -2 0 0 -2 2 =% 9
T 0 1 —% 0o 0 -2 —% % 0 Tg entra en la base

2 0 0 2 0 1 -24-1 6 0 Iy={r:min{i}}=3

3 0 0 0 1 0 O @ 0 1 x3 sale de la base

z 1 0 -3 -7 0 -2 0 -3 -3
©mno0 1 -3 2 o0 -2 0 2 3

gy, 0 O 2 1 1 =24 0 6 1

Te 0 0

]
—_
]
]
—_
]
—_




5.4 Ejercicios Resueltos:

1. Resolver el siguiente problema usando el método SIMPLEX revisado:

([ max 3z + 4wy + T3+ 24
S.a.
8$1+3l‘2+4l‘3+$4§7
PL 2$1+61‘2+.’L’3+5.’L’4§3
ZL‘1+4ZL‘2+5X3+2X4§8

X > O,Vj

([ -min —3z; — 4x9 — T3 — 14
S.a.
8!L‘1—|—3:L‘2—|—4ZL'3+.'174+ZL‘5:7
PL 2!L‘1+6!L‘2+.’I?3+5.’I?4+!L‘6:3
T1 4+ 4x9 + D3 + 224 + 17 = 8

L > O,Vj

a; Qaz a3 a4 a5 Ag Q7

8§ 3 4 1 10 0 7
A=|2 6 1 5 01 0]: b=1|3
1 4 5 2 00 1 8
100 8 3 4 1
B=p'=|o010|. N=|2615]| ©==10
00 1 145 2 oy=[-3 -4 -1

|1 0 0| 7 |3
— T

e
—
=
w
D

Gl Co C3 C4

cgB'N —cy=—-cx=13 4 1 1]



El cuadro no es 6ptimo, candidato a entrar: s

3
Actualizamos columna de 25 : 4o = B~lay = ay, = | 6
4
RHS T
2 10 -2/3 0 0] 5/3 tp= (zs,127)
B — ) y L7
“gs| 1 -1/2 0] 11/2 7 oy — (xi’ xz o
x| 0 1/6 0| -1/2| 1/3 TR
z: |0 -2/3 1 6|-1/3
8 4 1 0
cgB'N—cy=10 -2 0 |2 15 1|-[-3 -1 -1 0
' 1 520
C1 C3 C4 Ce
cgB'N —cy=[5/3 1/3 —7/3 —2/3]: El cuadro No es éptimo.
()
1 : Candidato a entrar: z;

Actualizamos columna de z;:

1 —-1/2 078 7
lelal{o 1/6 0”2]{ 1/3];
0 —-2/3 1|1 —-1/3

RHS
21 -23/42 “139/42
. 5/ 3/42 0| -139/ on= (o1,0327)
T
/7 -1/4 0] 11/14 B
T2 -1/21 4/21 0 —5/21 IN = (373,.7/'4,.'1/'5,33‘6)
Tl 1/21 -29/42 1| 26342
4110
cpB™'N —cy = =5/21 —23/42 0]| 15 0 1 |-[-1 =1 00
520 0

BN —cy =[ —1/2 —83/42 —5/21 —23/42 |



El cuadro es 6ptimo !

Solucién:

z =11/14 25 =0

xg =5/21 rg =0
374:0
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CAPITULO 6

DUALIDAD EN PROGRAMACION LINEAL

6.1 Formulacion del Problema Dual

Cada vez que es resuelto un PL, simultaneamente es resuelto otro PL llamado problema dual.
Asi, asociado a cada problema de PL que llamaremos problema primal, existe otro llamado
problema dual.

6.1.1 Dual de un Problema de PL en la Forma Canodnica

Sea el problema original en la forma canonica:

min z(x) = cx
s.a.
F= Az > b
x>0

Entonces se define el problema dual de (P) de la siguiente forma:

mazr v(w) = wb
s.a.
D= wA <c¢
w >0

Observacion importante:

A cada restriccién de (P) estd asociada una variable de (D) y a cada variable de (P) esta
asociada una restriccién de (D).

Si (P) tiene m restricciones y n variables entonces (D) tiene m variables w; y n restricciones
cada una de ellas identificada por un c;.

239



Ejemplo 1: Encontrar el dual del siguiente PL:

min z(x) = 6z + 8z
s.a.
P = 3x1 +a0 >4
5371 + 2372 Z 7
T, T2 >0
maz v(w) = 4w+ Tws
s.a.
D — 3wy + dbwe < 6
wy + 2wy < 8
wy,we = 0
Note que :
31
[ v ][5 5] < [0 8]
Ejemplo 2: Encontrar el dual del siguiente PL:
min z(x) = 2+ 6xo
s.a.
P= 211 + 3x9 > 12
- + 2]}2 Z 4
Ti1,T9 20

El problema dual asume la siguiente forma:

D:>{max v(w) = [ w, wz][”]

4
s.a.

2 3
EESIER{EED
wi, wy > 0
maz v(w) = 12wy + 4w,

s.a.
D — 2wy — we < 2
3’U)1+2’U)2§6

wy, wy > 0



Observaciones: En el ejemplo anterior existen los siguientes aspectos interesantes:
e Ambos tienen el mismo valor de la funcién objetivo éptimo:
2*(z) = v (w) = — (ver solucidén gréfica)

e Se puede observar en el ejemplo que el problema P no tiene una SBF inicial trivial mientras
que el problema D tiene una SBF trivial, constituido por el punto extremo trivial (0,0) o
sea una base formada por las variables de folga w3 y w;.

X 2
6
4 x1 = 1207
x2 = 2007
\2/ z(x) = 144/7
c
2 4 6 X1
w2 Figura 6.1: Problema primal
3
2 wi= 10/7
w, = 6/7
1 v(w) = 144/7
2 3 w1

Figura 6.2: Problema dual



6.1.2 Dual de un Problema en la Forma Padronizada

Sea el problema original en la forma padronizada:

min z(x) = cx
s.a.
P= Az =b
x>0

Entonces se define el problema dual de (P) de la siguiente forma:

maxr v(w) = wb

s.a.

D= wA <c

w irrestricto

Observacién: Ambas definiciones son equivalentes. Verificamos este hecho resolviendo nueva-
mente el ejemplo 1 transformado en la forma padronizada:

Ejemplo 3: Encontrar el dual del siguiente PL:

min z(x) = 6z + 8xg
S.a.
P = 3r1 + Ty — x3 =4
5!11‘1 + 2!11‘2 — Ty = 7

L1, T2, T3, T4 Z 0

/

maz v(w) = [ w m]lﬂ

D= 31 -1 0
[w w2]l5 2 0 -1

<[6 80 0]

[ w1, wy irrestrictos

mazr v(w) = 4wy + Tws
s.q.
311)1 + 511)2 S 6
w1y + 2w2 S 8
— W1 S 0
— W39 S 0
wy Y wy irrestrictos



((maz v(w) = 4w + Tws
s.a.
311)1 + 511)2 S 6
D= w1y + 2UJ2 S 8
w1 Z 0
L Wa Z 0
Ejemplo 4: Encontrar el dual del siguiente PL:
min z(x) = 2+ 6xo
S.a.
P = 2x1 + 3T9 — x3 =12
- + 2.1'2 — Ty = 4
1,29 20
mazr v(w) = [ wy Wy ] 142 ]
s.a.
D —= -
23 -1 0
[weowe || [ 5 5 {|<s[2600]
\ Wy, Woy irrestrictos
mazr v(w) = 12wy + 4ws
s.a.
2w1 — W2 S 2
3w1 + QUJQ S 6
— W1 S 0
— Wy S 0

wy Yy wy irrestrictos

mazr v(w) = 12wy + 4ws
s.a.
2w —we < 2
3wy + 2w, <6

wi,wg > 0



Ejemplo 5:
Mostrar que las dos definiciones son equivalentes:

Consideramos como valida la definicién en la forma padronizada y queremos encontrar el
dual de P:

min z(x) = cx
s.a.
P= Az > b
>0

Entonces hacemos la transformacion y aplicamos la definicion:

min z(x) = cx
s.a.
P= Ar — Tz, =0
z,xs > 0

Donde x4 corresponde al vector de variables de holgura.

De la definicion:

([ max v(w) = wb
5.Q.
v= wla —1]<[ec 0]
w irrestricto
maxr v(w) = wb
s.a.
wA <c
—w‘] = 0. } —w >0
w 1rrestricto
mazr v(w) = wb
5.Q.
wA<e
w >0

Que corresponde a la otra definicién.



6.1.3 Dual del Problema Dual

El dual de un problema de PL es otro problema de PL. Asi, es posible demostrar que el dual
de un problema dual es el propio problema original.

Problema original:

min z(x) = cx
s.a.
P= Az > b
>0
Problema dual:
mazr v(w) = wb
s.a.
D= wA <c
w >0

Dual del problema dual:

Transformando D —-
(=AY w" > (=)
wt >0
Ya que la transpuesta de un escalar es el mismo escalar.

Aplicando el dual:

—{ma:r Z(z) = :rt(—ct}
el < ()
x>0

donde z! es un vector fila de variables duales en relacién a D.

Transformando la relacién anterior tenemos que :

min z(x) = cx
s.a.
Az > b
x>0



Observacién: En el proceso de transformacién fue empleada la siguiente equivalencia:
max f(r) = —[min — f(z)]

Lema 1: El dual del dual es el primal.

El problema primal y el dual tiene definiciones relativas. Cualquiera de ellos puede ser
considerado “problema primal” o “problema dual”.

6.1.4 Dual de un Problema con Estructura Variada

Un PL tipico generalmente presenta restricciones y variables de diverso tipo {>, < 6 =}y asi
es necesario desarrollar una forma sistematica para encontrar el dual de este tipo de problemas
mas rapidamente.

Considere el siguiente P.L.

4

min z(x) = @1 + oy + C3T3
s.a.
Ay + Ao + Azzz > by
A1y + Apws + Az < by
Az1x1 + Agoxo + Aszxs = b3
x1 > 0,29 < 0,23 irrestricto

donde 1, xs y x3 son vectores de dimensiones adecuadas y también el problema (P) presenta
tres subconjuntos de restricciones.

Transformamos (P) en la forma canénica multiplicando el segundo subconjunto de restric-
ciones por -1, escribiendo las restricciones de igualdad por dos restricciones de desigualdad y

. ’ ! "
substituyendo los vectores zo = —x, y 23 = x4 — 5 tenemos:
r . ’ I "
min z(x) = €@ — CoTy + C3T5 — C3T4
5.Q.

Apwy — Ay + A13$; — Alal‘g > by
—A21x1 =+ AQQZL"Q — A23a:;, + Aggib'g Z —b2
A1 — Az + Aszty — Asamy > by

— Az, +, Aoy - Aszs ﬂb Agzzy > —by
120, 2920, 23>0, 3 >0

! ! " . . . . .
Sean wy, ws, w5 Yy ws vectores de variables duales asociadas a los 4 tipos de restricciones,
entonces tenemos:



maz v(w) = wiby — wyby + wybs — wybs
s.a.
Wi Ay — wyAgy + wyAz —wy Az < ¢
{ —w1Ag + 'U)’2A22 — w;A32 + ’U)gAgg < —0y
wy Ay — wyAsy + wyAzz — wy Asz < c3
—w1A13 + U)’2A23 — UJI3A33 + U)gAgg S —C3
wy > 0, w’220, w'320, ngO

Finalmente, haciendo wy = —w’2 Yy ws = w;, — wg tenemos que :
((maz v(w) = wib; + weby + wsbs
s.q.
wiA we A waAs < ¢
D { 1A + WA +w3Az < ¢
wyAjg + weAgy + w3z > ¢
wy Az + woAgs + wsAsz = c3
L wy > 0, wy <0, wy irrestricto

Es importante observar las relaciones entre (P) y (D). Las variables duales en wy, ws y ws
estan relacionadas con las restricciones de (P), asi por ejemplo w; > 0 implica que las restric-
ciones correspondientes en (P) ya estdn en la forma adecuada, sin embargo, el segundo conjunto
de restricciones se requiere multiplicar por -1 para estar en la forma adecuada y eso se ve re-
flejado en wy < 0 y el tercer conjunto de restricciones de igualdad refleja un wj irrestricto. La
transformacién necesaria en las variables de (P) son reflejadas en las restricciones de (D) asi,
por ejemplo, x; > 0 lleva a la forma padrén en el primer conjunto de restricciones de (D), mien-

tras que x5 < 0 produce restricciones del tipo > en (D) y x5 irrestricto produce restricciones
de igualdad en (D).

Esos resultados se resumen en la tabla siguiente:

Relaciones entre los Problemas Primal y Dual

Problema de Minimizacién Problema de Maximizacion
>0 = <
Variables <0 <= > Restricciones
Irrestricta <= =

> = >0
Restricciones < <= <0 Variables
= — Irrestricto



Ejemplo 6: Encontrar el dual del siguiente PL:

mazx z(x) = 8x;+ 3xy — 213
s.a.
Ty — 6.’172 + x3 Z 2
5!11‘1 + 7!11‘2 - 2.’1?3 =—4
11 <0; w220
T3 irrestricto

Usando los resultados resumidos en la tabla de equivalencia podemos encontrar facilmente
el problema dual:

Problema dual (D):

min v(w) = 2wy — 4ws
s.a.
wy + 5w2 S 8
—6w1 + 7’(1)2 Z 3
wy — 2wy = —2
w1 S 0

wy irrestricto

6.2 Relaciones Primal - Dual

6.2.1 Relaciones Entre las Funciones Objetivo

Sean los problemas primal (P) y dual (D) siguientes:

min z(x) = cx maxr v(w) = wb
s.a. s.a.
P= Ax > b D= wA<c¢
x>0 w >0

Sean z, € Py w, € D, o sea, puntos de los problemas (P) y (D) respectivamente, entonces
tenemos:

Siz, € P— Az, > b = w,Ax, > w,b siempre que w, >0
Siw, € D —= w,A <c¢—=—= wyAz, < cr, x9>0

De las dos relaciones anteriores se puede concluir facilmente:

T, > WoAx, > Wb = cx, > w,b



que es una relacién conocida como propiedad débil de la dualidad (weak duality).

Lema 2: Propiedad débil de la dualidad:

La funcién objetivo de cualquier punto factible del problema de minimizacién (P) es siempre
mayor o igual que la funcién objetivo de cualquier punto factible del problema de maximizacion
(D). Por lo tanto, cualquier funcién objetivo de un punto factible de (P) es una limitante
superior para la funcién objetivo 6ptima del problema (D) y, de manera similar, cualquier

funcién objetivo de un punto factible de (D) es una limitante inferior de la funcién objetivo
6ptima de (P).

Corolario 1: Condicién de optimalidad de (P) y (D):
Siz, € Pyw, € D tal que:
CTo = Wyob
entonces z, es una solucién éptima de (P) y w, es una solucién éptima de (D).

Corolario 2: Consecuencia de un problema ilimitado:

Si uno de los problemas es ilimitado, por ejemplo (P), entonces el otro problema es in-
factible.

Observacion importante: El corolario 2 no es simétrico, o sea, si uno de los problemas es
infactible entonces el otro problema no necesariamente es ilimitado. En realidad, si uno de los
problemas es infactible entonces el otro problema puede ser infactible o ilimitado.

Ejemplo 7: Se presenta el caso en que los dos problemas son infactibles.

Sea el problema (P):

min z(x) = —x; — X9
s.a.
1 — T Z 1
—ry+ x> 1
Ty; T2 20

El problema dual (D) del problema (P) tiene la siguiente forma:



mazr v(w) = w;+ wy
s.a.
w1 — Wy S —1
—w; +wy < —1
w1 Z 0
Wa Z 0

Gréficamente se puede verificar que ambos problemas, (P) y (D), son infactibles.

6.2.2 Origen de la Dualidad y las Condiciones de Optimalidad de
Karush-Kuhn-Tucker

Sea el problema (P):

min z(x) = cx
s.a.
P= Az > b
x>0

Por la condicién de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), un punto z* cumple con
las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para (P) si existe un vector w* tal
que:

1. Az* >b; 2* >0 (condicién de factibilidad del problema primal)
2. wA<¢ w*>0 (condicién de factibilidad del problema dual)

3. w*(Az* —b) =0; (c—w*A)z* =0 (condicién de holguras complementarias)

La condicién (1) suministra la factibilidad del problema primal (P) y la condicién (2)
suministra la factibilidad del problema dual (D). Por otro lado la condicién (3), llamada
condicién de holguras complementarias, exige que cx* = w*b, ya que:

w*Axx = w*b } N N
- . = cxt=w'b
wrAz* = cx
Por lo tanto w* es 6ptimo para el problema dual (D). La regién factible del problema dual
queda evidente de la condicién (2). Su funcién objetivo viene del hecho de que cualquier w
factible para el dual satisface wb < cz* por la propiedad débil de la dualidad.

Las condiciones (2) y (3) indican que el teorema de KKT suministra un w* que es factible
para el dual y w*b = cx*, asi w* debe maximizar wb sobre la regién factible del dual. Simétricamente



el teorema de KKT aplicado al problema dual muestra la existencia de una soluciéon factible
del primal cuyo objetivo es igual al éptimo del problema dual, ya que la condicién (3) serd la
misma a la mostrada anteriormente.

Lema 3: Optimos finitos iguales para (P) y (D): Propiedad fuerte de la dualidad:

Si uno de los problemas tiene éptimo finito entonces los dos problemas tienen funcién obje-
tivo finita e iguales en valor.

Observacién: Es importante observar que el problema dual aparece naturalmente en el con-
texto del algoritmo simplex. Un cuadro tipico del simplex representa una situacién en que
multiplos de wy,...., w,, de las m filas de Az — x; = b fueron adicionadas en la fila objetivo,
donde z; > 0. Asi, en la fila objetivo aparecen los coeficientes de x en la forma (wA —¢) y
aquellos que corresponden a las variables x; son simplemente w(—1I) —0 = —w con funcién ob-
jetivo wb. Obviamente, fue usada una SBF determinda por una matriz identidad. La condicion
(2) exige que esos w* sean tales que los coeficientes de costo relativos sean no positivos, o sea,
{w*A—¢ <0}y como —w < 0 estamos en lo correcto. Si ademads de eso, estamos en el cuadro
optimo entonces los w* disponibles satisfacen las condiciones de factibilidad del dual ya que
todos los costos relativos son < 0 esto es w*A —c <0y w >0 {de —w < 0}. Tambien si z*
es la solucion 6ptima entonces cz* = w*b asi en el éptimo w* debe ser la maximizacién de wb
sujeto a wA < cy w > 0, o sea, tenemos el asi llamado problema dual.

Forma homogénea del problema dual:

Sea el problema P:

min z(z) = cx
s.a.

Az > b

x>0

Se define la forma homogénea del problema dual (HD) asi:

mazr v(w) = wb

s.a.
(HD) = wA <0
w >0

Observe que ahora tenemos las restricciones wA < 0 y no la forma wA < ¢ como fue en la
definicion del problema dual normal.

Corolario 3: Forma homogenea del dual

El problema primal es infactible si y solamente si la forma homogenea del problema dual es
ilimitada (y vicerversa).



Prueba:

o —>
(HD) es ilimitado = P es infactible:

Se observa que el dual de (HD) tiene la misma regién factible de P. Asi, si (HD) es
ilimitado entonces P es infactible.

° —
P es infactible entonces (HD) es ilimitado:

Si P es infactible entonces (HD) debe ser ilimitado o debe tener una solucién éptima
finita. (HD) no puede ser infactible ya que tiene por lo menos un punto factible obvio
w = 0. Mas (HD) no puede tener un 6ptimo finito ya que si (HD) tiene 6ptimo finito por
el lema 3, P debe ser 6ptimo finito lo que viola la suposicién de que P es infactible, asi la
tnica alternativa es que (HD) sea ilimitado.

Ejemplo 8: Muestra que si (P) es infactible = (HD) es ilimitado:

Sea el problema (P):

min z(r) = —x;— X9
s.a.
P= T1—T9 > 1
—Ip+ a9 > 1
T1,T9 Z 0

Se puede verificar facilmente que el problema (P) es infactible (ver el ejemplo anterior). El
(HD) asume la siguiente forma:

maxr v(w) = wi+ we
s.a.
(HD) = w; —wy <0 e —
w4 wy < 0 — w; —wy =0
wy, wy > 0
maxr v(w) = wi+ we
s.a.
(HD) = W — 1wy = 0

wy,wg > 0

Se puede observar facilmente en la figura 6.3 que (HD) es ilimitado (ver grafico):



<= Region factible

2
/ Direccién de

aumento de w

Y

Figura 6.3: Problema ilimitado.

6.2.3 Teorema Fundamental de la Dualidad

Teorema 1: Teorema fundamental de la dualidad

En relacion a los problemas primal y dual, exactamente una de las siguientes afirmaciones
es verdadera:

1. Ambos poseen solucién éptima z* y w* con cz* = w*b.

2. Si un problema tiene valor de la funcién objetivo ilimitado entonces en ese caso el otro
problema es infactible.

3. Ambos problemas son infactibles.

Asi el teorema de la dualidad muestra que la dualidad no es una propiedad completamente
simétrica. Asi, una forma equivalente de expresar la propiedad de dualidad es la siguiente:

P 6ptimo <= D ¢6ptimo

P(D) ilimitado == D(P) infactible

P(D) infactible = D(P) ilimitado o infactible

P(D) infactible <= D(P) ilimitado en forma homogénea



6.2.4 Holguras Complementarias y el Principio del Supervisor

Sea el problema (P):

min z(x) = cx
s.a
F= Az > b
>0

Sea x la solucién 6ptima de (P) y w la solucién éptima del dual (D). Asi, si x es éptimo de
(P) y w es 6ptimo de (D) entonces cx = wb, esto es, las funciones objetivo son iguales. Esta
propiedad simple {cx = wb} es conocida como principio del supervisor ya que esa propiedad
permite que un supervisor pueda verificar facilmente la solucién éptima de ambos problemas.

Las condiciones de KK'T permiten verificar otra forma equivalente del principio del super-
visor verificando la condicién de holguras complementarias de la condicion de KKT.

De la condicion 3 de KKT tenemos que:

w*(Az* —b) =0 (6.1)

mas como w* > 0y Az* — b > 0 entonces cada componente de (6.1) debe ser igual a cero, esto
es:

wi(a's* —b) =0 VYi=1,...m

De igual forma, de la otra relacién, (¢ — w*A)z* = 0, se obtiene que:
(cj —w'a;)r; =0 Vj=1,..,n

Esos resultados llevan al teorema de la holguras complementarias.

Teorema 2: Teorema de las holguras complementarias.

Sean z* y w* soluciones factibles de (P) y (D) con ambos problemas en la forma candnica.
Entonces esas soluciones son respectivamente éptimos de (P) y (D) <

(cj—w*a;)r; =0 j=1,...,n
y (6.2)

wia'z* —b)=0 i=1,....m

Las relaciones anteriores implican las siguientes relaciones:



a:;‘ >0 = w'a; = ¢
* o

w;y >0 = ada" =1
alr* > b, = w; =0

En otras palabras, si una variable en un problema (primal) es positiva entonces la restricciéon
asociada a esa variable en el otro problema (dual) se encuentra activa. Por otro lado, si la res-
triccién de un problema (primal) no esté activa entonces la variable asociada a esa restriccién
en el otro problema (dual) debe ser igual a cero.

Finalmente, las variables de holgura de (P) asumen la siguiente forma:

Tpyi =a'xw —b; >0 i=1,....,m (6.4)

y las variables de holgura de (D) asumen la siguiente forma:

me:cj—wajZO J=1....n (65)

Substituyendo las ecuaciones (6.4) y (6.5) en (6.2) se puede encontrar una forma equivalente
del teorema de las holguras complementarias (que en realidad justifica el nombre de holguras
complementarias):

* * J— S
Tijwp, ;=0 j=12...,n

(6.6)

* ek — ) —
wiw, ;=0 1=1,2,...,m

El sistema (6.6) relaciona la variable de un problema (por ejemplo del primal) con la variable
de holgura del otro problema (por ejemplo el dual). Asi z; y wy4; V j son conocidos como
un par de variables complementarias y, légicamente, la misma cosa sucede con las variables w;
Y Tnyi Vi

6.2.5 Usando el Dual para Resolver el Primal

Una de las aplicaciones de dualidad, la menos importante y la mas interesante, consiste en
resolver el problema dual y a partir de esa solucién encontrar la solucién del problema primal
usando los teoremas 1 y 2. En este caso se debe montar explicitamente el dual y resolverlo
usando alguna técnica conocida (por ejemplo, simplex normal). Esta aplicacién es mostrada
através de un ejemplo. Sin embargo, las propiedades de dualidad mostradas anteriormente
tienen una aplicacion mas importante y son usadas para justificar otro método de optimizacion
de problemas de programacién lineal llamado método dual simplex que serd analizado pos-
teriormente.



Ejemplo 9: Resolver el siguiente problema primal (P) resolviendo el problema dual:

min z(z) = 2z + 3z + bxg + 224 + 375
S.a.
(P):> 1+ To+ 203 + x4 + 325 > 4
2[L‘1—2[L‘2+3[L‘3+[L‘4+.’E5 23
Z1, Tg, T3, T4, Ty Z 0

El problema dual del problema anterior asume la siguiente forma:

([ maxr v(w) = 4w+ 3w

s.a.
w1—|—2w2§2
wy — 2wy < 3
2w1+3w2§5
wy + wy < 2
3w1+w2§3
wy, wy > 0

En este caso el problema (D) puede resolverse graficamente. La solucién grafica es mostrada
en la figura 6.4 y la solucién 6ptima del problema dual es el siguiente:

wy = Wy = — v(w) =5

5 5

Ahora resolvemos el problema primal con los resultados encontrados para el problema dual.
Asi, tenemos lo siguiente:

1. Usando el teorema 1 encontramos la funcién objetivo:
2(z*) =cx* =w'b=v(w") =5
2. Del teorema 2 encontramos los valores de x*:

U)17£0 — 1+ 2o+ 203+ x4 + 325 =4
we #0 = 2w, —2x9+3r3+ x4+ 25 =3

w; — 2wy <3 = x5=0
20 + 3w, <5 — x3=0
wy + wy < 2 = x4=0
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Figura 6.4: Gréfico del problema dual.

De las relaciones anteriores queda el siguiente sistema reducido:

x) + 3xs = 4 T, =
21‘1+.’L’5:3}:>{{L'5:1

Por lo tanto, la solucién del problema primal es el siguiente:
1 = Ty — 1

= 2(z") =5
To =23 =24 =0



CAPITULO 7

El METODO DUAL SIMPLEX

El método dual simplex resuelve el problema dual directamente en el cuadro simplex (e indirec-
tamente resuelve el problema primal original). El proceso es iniciado a partir de una SBF para
el problema dual y en cada iteracién se obtiene una SBF para el problema dual que es mejor (o
igual) que el cuadro anterior. El proceso termina cuando se verifica la optimalidad del problema
dual. Si ese cuadro 6ptimo es encontrado entonces, se tiene un cuadro optimo para el problema
dual y también para el problema primal. Solamente en este ultimo cuadro el problema primal
es factible y éptimo. En otras palabras, se puede decir que el método dual simplex resuelve el
problema primal usando las propiedades del dual, asi el proceso es iniciado con un cuadro que
es factible para el problema dual (y satisface la optimalidad del problema primal) y se busca
la optimalidad del problema dual (esto es, la factibilidad del problema primal).

Observacion: Es necesario enfatizar que el método dual simplex es un método alternativo
para resolver el problema primal y en general para resolver un problema de PL. Por lo tanto,
el método presentado en los capitulos 3, 4, y 5 es llamado método Primal Simplex y el método
que presentamos en este capitulo es llamado Dual Simplex.

Un problema particular, generalmente se resuelve mas facilmente por uno de esos dos
métodos.

7.1 Cuando el Problema Dual es Factible en el Cuadro
Simplex del problema original ?

Counsideremos el PL en la forma candnica:

min z(x) = cx
s.a.
P = Az > b (7.1)
x>0

258



Sea B una base de (P) no necesariamente factible; el cuadro nimero 1 presentado mas
adelante, muestra el cuadro simplex para esta base:

e Sib; >0 Vi=1,..,m = el cuadro es primal factible. b= B~'b >0

e Por otro lado, si se tiene que: (z; —¢;) <0 V; =1,2,....,n,n+1,...(n + m) entonces el
cuadro es optimo.

Qué significa que el cuadro satisface la optimalidad ?

Sabemos que w = cpB~!, entonces tenemos:
1. Si(zj —¢j) <Oparaj=1,2,..,n (las n variables originales) entonces:

(zj —¢;) =cB la; —cj =wa; —¢; <0 Vj=1,2,..n

— wA<c (7.2)

2. Sizj—c; <O0paraj=(n+1),..,(n+m) (las m variables de holgura) entonces:

De (P) sabemos que las columnas de las variables de holgura tipo a; asumen la siguiente
forma:

Qpyi = —€; con 1 =1,..m donde e; = |1 | <=1

Ademas se sabe que ¢, ; = 0 entonces tenemos:

(zj — €j) = Wapyi — Cpyi = w(—€;) —0<0

(Zj—Cj):—’U)iSO; i:1,2,...,m

—w; >0 Vi=1,2,.....m — w >0 (7.3)



De (7.2) y (7.3) se puede concluir que si el cuadro analizado satisface optimalidad entonces:

wA <c¢
w >0

Si tenemos una base B para el problema (P) (no necesariamente factible) entonces w =
cgB™! es un punto factible del problema dual (D). Sin embargo, se puede demostrar que ese
punto w, ademds de ser factible, es un punto extremo (SBF) del problema dual (D).

Teorema 1: La matriz B es una base del problema (P), no necesariamente factible (sin
necesidad de cumplir B~'b > 0) que cumple con el criterio de optimalidad de (P), (z; —¢;) <0
V; < w = cpB~! es una SBF del problema dual (D). En otras palabras, w es un punto
extremo (factible) del problema dual (D).

Prueba: = Demostramos que si la base B produce optimalidad en (P), (z; —¢;) <0V, =
w = cgB~" es un punto extremo del problema dual (D).
En este caso, debemos demostrar que si en (P) n hiperplanos LI estdn activos = en el problema
dual m hiperplanos LI estan activos y w es factible para el problema dual. Sean los problemas
primal y dual:

min z(z) = cx
s.a.
P = .
Ax > b — m subespacios
x>0 — nsubespacios
En el espacio E™.
max v(w) = wb
D = | s

wA < ¢ — n subespacios
w >0 — m subespacios

En el espacio E™.

Sea x un punto del problema primal identificado por una base B que tiene inversa mas no
necesariamente factible. Entonces en z se cumple la propiedad de optimalidad (z;—c¢;) < 0 V;.
Antes de enunciar el teorema ya se demostré que en este caso el punto w = cg B~! es un punto
factible del problema dual. Falta demostrar que w es también (ademds de factible) un punto
extremo del problema dual. Demostramos esta propiedad recordando que un punto extremo
(SBF) tiene un nimero de hiperplanos activos igual a la dimensién del espacio de trabajo.

Como z es punto extremo no necesariamente factible de (P) entonces en ese punto estdn
activos n hiperplanos y debemos demostrar que en w estan activos m hiperplanos.

Suponer que p hiperplanos estdn activos en Az > by (n — p) hiperplanos estdn activos
en r > 0. Por el teorema de las holguras complementarias si p hiperplanos estan activos en



Az > b (con Az = b) los otros (m - p) hiperplanos no estén activos (Az > b) lo que exige que
los (m - p) hiperplanos correspondientes en (w > 0) deben estar activos en el problema dual.

De igual manera, como existen (n - p) hiperplanos activos en (x = 0) entonces existen [n -
(n-p) | = p hiperplanos que no estin activos en (z > 0) y, por lo tanto, por el teorema de las
holguras complementarias deben existir p hiperplanos activos en las restricciones (wA < ¢), o
sea, deben existir p hiperplanos activos del tipo wA = ¢ en el problema dual.

Asi, el nimero total de hiperplanos activos en el punto w del problema dual es igual a [(m -
p) + p] = m. Como el problema dual estd en el espacio E™ = w es un punto extremo (SBF)
del problema dual porque es factible y tiene m hiperplanos activos.

Si w = cpB~" es un punto extremo (y por tanto factible) del problema dual entonces ¢ < 0
en el problema primal (P) (los coeficientes de costo relativo del problema primal satisfacen
optimalidades del primal). Esta parte es mas facil.

Transformemos las restricciones de (P) en igualdad de la siguiente forma:

[A —I]z =D

Los coeficientes de costo relativo de las variables que forman las columnas de A son las
siguientes:

ta=cgB'A—c= wA—c¢c = Ti=wA—c
Mas como w es factible wA <c¢ = wA—-—c<0 = ¢4 <0.

Los coeficientes de costo relativo de las variables que forman las columnas de -I son las
siguientes:

¢r=cgB ™ (=I)—c;=w(-I)—0=—w
Madés como w es factible w >0 = —w <0 = ¢ < 0

Asi se demuestra que si w es factible de (D) = ¢ < 0 (optimalidad) es verdadero en el
problema Primal (P).

Una consecuencia del teorema 1 es el corolario 1.

Corolario 1: Si z es un punto extremo de (P) (‘es una SBF ) con zy =0y x5 =B 'b >0
= w = cgB ! satisface optimalidad del problema dual (D).



Finalmente, podemos concluir que si w = ¢gB~! es un punto extremo del problema dual y si
xp = B7'0 > 0 con xy = 0 es SBF del primal entonces w es éptimo del primal y z = (zp, Tx)
es 6ptimo del primal:

v(w) = wb = cgB b = cpb = z(x)

7.2  Analisis del Método Dual Simplex

Consideremos el siguiente PL:

min z(z) = cx
s.a.
P = o (7.4)
x>0

Utilizacién practica:

En algunos problemas no es facil encontrar una SBF (B~!'b = b > 0) sin el empleo de
variables artificiales. Sin embargo en estos casos, en determinadas ocasiones, es muy facil
encontrar una base inicial que no necesariamente sea factible mas que sea dual factible, esto es,
(2; — ¢j) < 0 V; para el problema de minimizacién. En este tipo de problema el método dual
simplex es mas eficiente. Asi, el método dual simplex produce una serie de cuadros simplex
que manteniendo la factibilidad del dual, busca la factibilidad del primal. En otras palabras, el
método dual simplex camina a través de puntos extremos del problema dual hasta encontrar el
punto extremo 6ptimo del problema dual que también identifica el éptimo del problema primal.
Adicionalmente, debemos insistir que el cuadro simplex de trabajo es un cuadro montado con
los datos del problema primal, o sea, es un cuadro simplex del problema primal.

Seleccion de la variable que debe salir de la base:
Si el cuadro actual es dual factible entonces (z; —¢;) <0 V,.
Si b; > 0 entonces el cuadro actual es éptimo.

En caso contrario se selecciona una variable basica xp, para salir de la base empleando el
siguiente criterio:

rp, = b, = min{b;} (7.5)

El criterio empleado en (7.5) no es tnico y en general puede ser seleccionada cualquier
variable basica con b; < 0 como candidata a salir de la base.

Esta propuesta transforma en positivo por lo menos el elemento de la posicién de xg, y lo
que se pretende es transformar todos los elementos de b a través de iteraciones simplex.



Seleccion de la variable que debe entrar en la base:

Seleccionada la variable candidata a salir de la base xp, entonces se debe seleccionar la
variable candidata a entrar en la base y esa variable es seleccionada entre aquellas que tienen

Y1 < 0 ya que un pivot de este tipo garantiza que después del pivotaje b, > 0.

Asi, entre todas las variables que tiene y,, < 0 se debe seleccionar aquella que mantenga
la factibilidad del problema dual (optimalidad del problema primal), esto es (z; — ¢;)’ < 0
después del pivotaje.

Sea r la fila que identifica la variable basica x5, que es candidata a salir de la base, entonces
la variable candidata a entrar en la base esta definida por el indice k determinado asi:

Gz _ i {L —G) < 0} (7.6)
Yrk Yrj

Verificamos que (7.6) garantiza la factibilidad del dual:

Después del pivotaje, los nuevos valores de la linea de costo son los siguientes:

(2 — i) = (3 — &) = 2L (mn — ) (7.7)
Yrk
e Siy,; > 0= como Y <0y (2 — ) <0 entonces en (7.7) tenemos:

—i—i(zk — ) 0= (25— ¢;) < (2 —¢;) <0 (dual factible).

En este caso los nuevos coficientes de costos relativos quedan todavia mas negativos.

e Siy,; <0 de (7.6) tenemos que:

(e =) (3= ¢)
Yrk - yrj

Multiplicando por y,; < 0 = yrj(26 — ) > yri(zj — ¢j)

Yrk Yrj
Yri(2e — ) Yri (2 — )
(Zj — Cj) < — (Zj - Cj) - <0 (78)
Yrk Yrk
Entonces de (7.7) y (7.8) tenemos que :
(55— ;) <0 (7.9)

Asi se verifica que (7.6) garantiza la factibilidad del problema dual, o sea, en el siguiente
cuadro simplex, los coeficientes de costo relativo contintiian siendo < 0.
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Cuadro No. 1

Anailisis de optimalidad del problema primal

1 To o Tn Tpt1 e Tnt+m RHS
(z1 =) (22 —c2) -+ (20 = ) [ (a1 — Cns1) -+ (Zntm — Cntm) cpb
Y11 Y2 - Yin Yin+1 e Yin+m b
Y21 Y22 - Yon Y2,n+1 e Y2,n+m b
Ym1 Ym2 -+ Ymn Ymntl - - - Ym,n+m [
fr

Variables de holgura

Cuadro No. 2

Cuadro dual simplex

%
T Zj Tk s Tn RHS
(21— 1) (2 — ¢j) (2 — cx) (2n — cn) cpb
Yyu o - Y1y Yk Yin by
Yar - Yaj Yok Yon by
Yr1 s yrj @ s Yrn Er
YUm1 tee Ymj Ymk e YUmn Em




Variacién de la funcién objetivo: z(z) = cpb

Nuevo valor de la funcién objetivo: z(z) = z(x) — ybrk (2 — ck)

Mas como b, < 0 yrk<0y(zk—ck)§02>—ygrk(zk—ck)20

—s 2(e) = 2(z) — %(zk — ) = 2(2) > 2(x) (7.10)
Donde Az(z) = —yg—r(z;C —¢) >0

rk

Por lo tanto, la funcién objetivo aumenta y se hace menos infactible para el problema primal.
Cuando el problema primal es infactible:
Qué ocurre si todos los y,; > 07 == No existe variable candidata a entrar en la base.

En este caso la fila r tiene la siguiente forma:

> yrjzi = b, (7.11)
J

Cony,; >0y b, < 0, asf con la exigencia adicional de que x; > 0, (7.11) es una relaciéon
matematica imposible de ser satisfecha. Esta contradiccién implica que el problema primal es
infactible y por lo tanto el problema dual es ilimitado. Primal infactible implica que el dual
puede ser ilimitado o infactible, pero como el dual ya es factible en el cuadro actual, entonces
la unica posibilidad es que el problema dual sea ilimitado.

Ejemplo 1: Resolver el siguiente PL empleando el método dual-simplex:

min z(x) = 2z + 3xe + 43
s.a.
T+ 2[1)2 + x3 Z 3
2.’171—.’172+3.’L‘3 24
T1,To, 3 >0

Colocando las variables de holgura y multiplicando por -1 las restricciones tenemos que :
min z(x) = 2z + 3xe + 43
s.a.
—X —2.’172—.’173+ZL'4 =-3
—2[1)1 + T — 3.’173 + x5 = —4

Ty, T2, T3, T4, T3 Z 0

Usando la base B = [a4 aj] verificamos que tenemos una base que es dual factible.

B:[a4 CL5]:I



Entonces tenemos:

c5=[0 0] ex=1[2 3 4]

ty=cpB'N—cy=—cy=|-2 -3 -4]<0
que es dual factible porque todos los coeficientes de costos relativos de las variables no bésicas

son < 0.

Ahora es posible montar el cuadro inicial del método dual simplex y resolver el problema.
Los resultados son mostrados en el siguiente cuadro:

z T T2 T3 T4 s RHS

T4 o -1 -2 -1 1 0 -3

s 0@1—30 1 -4
Ty 0 0@% 1 -1

0 1 -3 53 0 -3 2
So1 0 0 b o
A
I T

x__
YT . 28
T =3 :>Z—€
.’173:0

Algoritmo Dual Simplex

1. Encontrar una base B dual factible = (z; — ¢;) < 0 V,. En caso de no existir una base
B evidente se entra en el proceso de la Fase I del método dual simplex.



2. Seleccionar la variable candidata a salir de la base: xpg,
Si b= B~'b > 0 = Stop, fue encontrado el éptimo del problema.

En caso contrario seleccionar la variable basica xp, de la fila r como candidata a salir de
la base empleando la relacion:

b, = min {El}
3. Seleccionar la variable candidata a entrar en la base, x;
Si yr; > 0 V; = stop, el problema es infactible (dual ilimitado).

En caso contrario seleccionar la variable no basica x; de la columna k como candidata a
entrar en la base utilizando la relacion:

2 — Ch min | (25 — ¢;) }
= | sy, <0
Yrk JER { Yrj !

R es el conjunto de indices de las variables no basicas.

4. Pivotar el cuadro empleando y,, como pivot y regresar al paso 2.

Observacion:

El método dual simplex es un método alternativo al método simplex convencional (primal
simplex) y para determinados problemas es mas adecuado emplearlo.

En determinadas aplicaciones como el andlisis de sensibilidad y la postoptimizacion el
método dual simplex es la tinica alternativa eficiente. En tépicos mas avanzados existen técnicas
de programaci6n entera donde el método dual simplex es la tinica alternativa eficiente (métodos
de cortes de Gomory, métodos de Branch and Bound, etc).

Ejemplo 2: Resolver el siguiente problema empleando el método dualsimplex.

min z(x) = 2z + 6z
s.a.
211 + 319 > 12
—x1+ 219 > 4
Ty, T2 Z 0

Colocando las variables de holgura y multiplicando las restricciones por -1 tenemos una base
dual factible evidente:

min z(x) = 2z + 6xo
s.a.
—2.’1?1 — 3.’172 + x5 = —12
T — 209+ x4 = —4
T1,T9,x3,Tq >0



. . . , X3 T
Siendo las variables clasificadas asi: zg = [ ] IN = [ ]
Xy X2

Verifiquemos que B = [ as Gy } = I es una base dual factible:
Ccy = CBB_IN — CN

siendo que: cB:[O 0}; CN:[2 6}; B:I:B—I;N:l_? :3]

ENZO—CN:—CN:>EN:|:—2 —6]§0

Entonces tenemos una base dual factible ya que todos los (z; —¢;) V; son menores o iguales
a cero, asf se tiene que :

(z1—c1) ==2; (22—¢2) =—6; (23—c3) =(24—1¢4) =0

Implementacién del cuadro inicial:

-2 -3 10
A_l1—201]

Calculamos los elementos de la fila objetivo (coeficientes de costos relativos de las variables
no bésicas y funcién objetivo):

EN:[—Q —6} y Z=cpB b =0

—12

h— Rl —p —
b=B b_b_[ .

] — significa que el cuadro inicial esta listo.

Observacién: Como se puede observar en el cuadro simplex del problema primal aparecen los
valores de las variables w del problema dual en cada iteracion, por lo tanto los valores de w en
10 6

los cuadros son los siguientes: (0,0), (1,0), (%,3).

Para identificar los valores de w debemos recordar que el ejemplo tiene la misma estructura

de (7.1) donde demostramos que los coeficientes de costo relativo, en cualquier cuadro, para las
variables de holgura tienen la siguiente forma:

(27 — ¢) = —w;

También no podemos olvidar que siempre es valida la relacién: w = cg B!



Método Dual Simplex

AR T3 T4 RHS
Z 1 -2 —6 0 0 0
T30 @ -3 1 0 -12 =min{3
ry. 0 1 -2 0 1 —4
z 1 0 -3 -1 0 12
0 1 -1 0 6
oo o0 )51 -0
S0 0 B e
noo10 3y
w0 0 1 b3 ®
Método primal Simplex
To X1 T2 T3 Ta Ts Te RHS
? 0 -2 -6 0 0 0 0 0
Lo 1 1 5 -1 -1 0 0 16
T 0 2 3 —1 0 1 0 12
L6 0 —1@ 0 -1 0 1 4
2 0 -5 0 0 —3 0 3 12
o 1 5 0 -1 3 0 -3 6
5 o 2 o -1 2 1 -3 ¢
2 0 -3 1 0 -3 0 3 2
S L0 o0 0 #p R
To 1 0 0 0 0 -1 -1 0
N
IR T A

=)

= Cuadro 6ptimo



La solucion 6ptima a la cual se llegd en los cuadros anteriores es la siguiente:

T =

To =

Observacién: Los cuadros del problema original siempre son factibles para el problema
dual, asi en cada cuadro aparece un punto extremo del problema dual:

~[S~IS
N
—~
8
SN
*
I

wy = (070)3 Wy = (170)3 w3 = (_ _)

Insistimos nuevamente que el w aparece negativo en el cuadro ya que:

zi—¢;) <0= —w; <0; sesabeque: (z; —c¢;) =—w; = w; >0 ver (7.3
J J J J

7.2.1 Fase I del Método Dual Simplex

Cuando el cuadro simplex del problema primal no satisface la optimalidad, entonces no es
posible emplear el método dual simplex directamente. En este caso se debe encontrar “artifi-
cialmente” un cuadro dual factible lo que equivale a encontrar un cuadro que es “artificialmente”
modificado para satisfacer la optimalidad del primal.

Suponer que ha sido seleccionada una base B. Después de montar el cuadro inicial se verifica
que no es dual factible:

z Ty Ty - Iy Tm+1 .. Tn RHS
v 1 0 0 et 0 (zm+1 - Cm+1) T (Zn - Cn) CBE
T 0 1 0o - 0 Y1,m+1 e Yin by
T2 0 0 1 - 0 Y2,m+1 e Y2,n b
T, 0 0 0 A 1 Ym,m+1 - Ym.,n Em

Como no todos los (z; — ¢;) son < 0 entonces el cuadro no es dual factible. Las m primeras
variables forman la base. Para encontrar una base dual factible artificial adicionamos al cuadro
anterior la siguiente restriccion:

n
> x; <M (donde:j € R representa las variables no bésicas)
j=m+1



Siendo M > 0 y bastante grande. Asi, el cuadro modificado tiene la siguiente forma:

z Ty X2 - Ty Tm1 e Tp o RHS
z 1 0 0 - 0 (zmpr—Cmp1) - (za—cn) 0 cpb
o 0 0 0 - 0 1 E 1 1 M
rn 0 1 0 - 0 Yimt1 e Yin 0 B
To 0 0 1 - 0 Y2,m+1 . Yo.n 0 by
Tm 0 0 0 -+ 1 Ym,m+1 o Ymm 0 by,

Donde z, es la variable de holgura de la nueva restriccion adicionada. La restriccién anterior
es constituida por todas las variables no basicas. Para obtener un cuadro dual factible se debe
pivotar la restriccion adicionada con la columna £k encontrada por la relacién:

max

(k=) = g 1z — o)} (7.12)

Por lo tanto, se selecciona para pivotaje aquel x; que presenta el mayor coeficiente de costo
relativo (z; — ¢x). Asi, z;, entra en la base y z, sale de la nueva base y después de efectuado el
pivotaje, el nuevo cuadro es dual factible, o sea, con todos los (z; — cj)' < 0.

Se puede verificar facilmente que la seleccién de xy empleando (7.12) genera un nuevo cuadro
con todos los (z; — ¢;) < 0. Después del pivotaje los nuevos coeficientes de costo relativos son
encontrados usando la relacién:

’

(75 —¢) = (75— ¢) = (= =) <0

porque (2 — ¢cx) > (25 — ¢j).

Una vez encontrado el cuadro “dual factible artificial” el proceso continua en la forma
tradicional y termina con una de las siguientes conclusiones:

1. El dual es ilimitado = el primal es infactible.

2. Existe 6ptimo finito para el problema primal y para el problema dual. En este caso
x> 0.

3. El problema modificado presenta una solucién con z) = 0. En este caso existen todavia
dos posibilidades:



e Si (2, —¢,) < 0=z, es no bdsica y el problema primal es ilimitado (problema
dual infactible).

e Si (2, — ¢,) =0 = los problemas primal y dual tienen soluciones 6ptimas finitas.

Verificacién de los Tipos de Convergencia: Analizamos, brevemente los tipos de conver-
gencia mostrados anteriormente:

1. El problema modificado puede ser infactible lo que implica que el problema dual es ilimi-
tado. Obviamente, la inclusion de la nueva restriccion no participa en la caracterizacion
del problema como siendo infactible.

2. Existe 6ptimo finito para el problema primal y dual:

Obviamente, el 6ptimo en este caso debe corresponder a un punto extremo (o SBF) en el
cual la nueva restriccién adicionada no debe estar activa y por lo tanto, =} > 0.

3. El problema modificado presenta una solucién con z); = 0:

En este caso la nueva restriccion adicionada esta activa y puede suceder uno de los sigui-
entes casos:

(a) Si (zo — ¢,) < 0=> 1z, es una variable no basica:
Sabemos que:

r=Z— Y (2 —¢)z; (7.13)

> xj+x,=M (donde:j€ R) (7.14)

j=m+1

El valor especifico escogido para M es lo que provoca un x, = 0. Por lo tanto, si
aumentamos el valor de M, x, ya no serd igual a cero y de (7.13) es posible disminuir
el valor de z. Asi, el valor actual de z esta siendo “retenido” por el valor actual de
M. Si M aumenta indefinidamente, entonces z también disminuye indefinidamente
caracterizando un problema primal ilimitado.

(b) Si (2o — ¢,) = 0. En este caso la solucién actual es éptima finita a pesar de que z,
sea una variable no basica porque de (7.13) se puede verificar que si (z; — ¢;) = 0,
entonces una variaciéon de M en (7.14) no modifica la solucién éptima.

Ejemplo 3: Resolver el siguiente PL usando el método dual simplex:

min z = —2x; + 3T9
s.a.
Ty + Xg Z 3
3x1+ 12 <6 — S
ry; 2220



Usando las variables de holgura z3 y x4 y, multiplicando la primera restriccion por -1
tenemos:

—X1 — T2 + T3 = -3
S = 3r1+19 +14=06
T1; To; X35 L4520

siendo que la matriz A asume la siguiente forma:

ay a2 as 7

-1 | -1 1 0

A=
3 1 0 1
Aparentemente existe una base adequada con la matriz: B = [a3 a4] = I. Entonces
tenemos:
cp = [0 0] CN = [—2 3]

Verificamos si B corresponde a una base dual factible calculando los coeficientes de costos
relativos de las variables no bésicas:

CN = CBB_IN — CN — —CN — [2 - 3]

Con la respuesta anterior se verifica que B no corresponde a una base dual factible. También
tenemos que cgB~'h = 0 y se puede montar el siguiente cuadro:

z T1 X2 T3 a2 RHS

Como este cuadro no es dual factible entonces adicionamos la siguiente restriccion:
14+ 2o <M= x1+224+2,=M, siendo que: x, >0

En este nuevo cuadro, con la nueva restricciéon adicionada al cuadro anterior, pivotamos
inicialmente con aquella variable x), que tiene el mayor coeficiente de costo relativo => (z; —¢;).
El proceso de solucién se muestra en un cuadro separado.



Cuadro simplex del método dual simplex.

2 1 Ta T3 T4 To RHS
z 1 2 -3 0 0 0 0
To 0 @ 1 0 0 1 M
xz3 0 —-1 -1 1 0 0 -3
& 0 3 1 0 1 0 6

z 1 0 =5 0 0 -2 —2M
0 1 1 0 0 1 M
30 0 0 1 0 1 M—3
e 0 0 -2 0 1 @ —3M +6
z 1 0 % 0 -3 0 —4
B0 1 3 0 3 0 2
T30 0 @ 1 5 0 -1
Lo 0 0 2 0o -3 1 M2
z 1 0 0o -5 -3 0 3
0 1 0 3 3 0 2
Ty 0 0 1 -2 -5 0 2
% 0 0 0 1 0 1 M-3




Por lo tanto, la solucién 6ptima finita del problema es el siguiente:

con x; = M — 3 > 0. La figura 7.1 muestra la representacion grafica del problema primal. Se
puede verificar que tanto el problema primal, asi como el problema dual no tienen una SBF
evidente (es necesario el método de las dos fases para resolver cualquiera de esos problemas
usando el método primal simplex o usando el método dual simplex).

Figura 7.1: Problema primal.

El problema dual asume la siguiente forma:

mar v(w) = 3w;+ 6wy
5.Q.
w1y + 3w2 S -2
w1 + Wa S 3
w1 Z 0

UJQSO



En los cuadros simplex encontrados para resolver el problema primal se puede observar
que en realidad estamos resolviendo el problema dual. En esos cuadros simplex, debajo de las
variables z3 y x4 aparecen los valores de w en la forma w = [—w; ws]. El lector esta invitado
a reflexionar sobre esa forma matematica para w. Por lo tanto, los sucesivos valores de w
encontrados en esos cuadros son los siguientes:

1. Primer cuadro “factible”: w =1[0 0].

Indica que el cuadro es artificialmente factible.

2. Segundo cuadro factible (dual factible): w =[0 — 3].

Indica un punto extremo del problema dual.

3. Tercer cuadro factible (dual factible): w =[5 —2].

Indica otro punto extremo del problema dual que corresponde al punto extremo 6ptimo
del problema dual y, légicamente, corresponde a un cuadro éptimo del problema primal.

La figura 7.2 muestra la representacion grafica del problema dual.

2
1 b
[~
)2 1 2 3 4 5 6 o
1
-2

— Optimo

Figura 7.2: Problema dual.



7.3 Ejercicios Resueltos:

1. Resolver el siguiente PL usando Dual Simplex

—(1/4)a1 — (1/2)12 < —3/4
PLE: 8z1 + 1229 < 20

x4+ (1/2)xy — 23 < —1/2
—9371 — 31‘2 S 6

X Z O,Vj

min x3
S.a.

—(1/4)1’1 — %.’L’Q + x4 = —%
PLE: 871 + 1279 + x5 = 20
Ty + (1/2).’1?2 — T3+ Tg = —1/2
—9.’171 - 3.’172 +x7 = 6
2; >0, j=1,7

a 5] az G4 G5 Aag Ay
—1/4 —1/2 0O 1 0 0 O —3/4
A= 8 12 0 0 1 0 0} h— 20
1 1/2 -1 0 0 1 0}’ —1/2
-9 -3 0O 0 0 0 1 6

r = (l‘l,flfQ,fL‘Z}) , B = ([L‘4,.’If5,.’176,l‘7)
c5=[0000]; ex=[00 1]
B=1; B 'b=b; EN:cBB_lN—cN:—cN:[O 0 —1] (dual factible)

N = ay ag as ] > CBBilb =0



Solucién 6ptima:

T To T3 RHS

Z T4 Iy Tg X7

z 1 0 0 0 O 0 0 -1 0
zg 001 0 0 0 -1/4 -1/2 0 -3/4
z 0 0 1 0 O 8 120 20
% 0 0 0 1 0 1 1/2 -1 -1/2
zz 0 0 0 0 1 -9 -3 0 6
z 1 0 0 -1 0 1o-1/2 0 1/2
zg 001 0 0 0 -1/4 -1/2 0 -3/4
zs 0 0 1 0 O 8 120 20
z3 0 0 0 -1 0 1o-1/2 01 12
zz 0 0 0 0 1 -9 -3 0 6
z 1 -1 0 -1 0 -3/4 0 0 5/4
2 0 2 0 0 0 1/2 1 0 3/2
zs 0 24 1 0 O -6 0 0 2
zs 0 -1 0 -1 0 -3/4 0 1 5/4
z 0 -6 0 0 1 -15/2 0 0 21/2

ZL‘2:3/2

iz _ 2/4 = z(z)=5/4

zr = 21/2

Observacién: El lector puede observar que en la primera iteracion fue escogida xg para
salir de la base y no x4. El lector puede usar la opciéon con x4 saliendo de la base. En
ese caso puede suceder el ciclaje. El problema de ciclaje en la estructura del método dual
simplex no fue analizado en la teoria de este material académico.

2. Use Dual Simplex para resolver el siguiente PL, usando como base inicial 5 = (x1, 29, x3)

PL:

—2[1)1 + 4[1)2 + T3 — T4+ 6[1)5 + 8.’L‘6 - 9.’1?7 - 5[1)8

T1+ T4 — 205 + x5 + 7 — 205 = —3
$2—$4+.’E5—|—.’L’6—3l‘7—x8:—14
[L‘3+.'174—.'175—2.'176—ZL'7+.'178:—5
[L‘jZO; \V/j

ag a4 as G Gy ag

0 1 -2 1 1 -2 -3
0 —1 1 1 -3 -171; b= —14
1 1 -1 -2 -1 1 )



cg=1|-2 4 1]; cN:[—1 6 8 -9 —5|; B=Bl=1I

1 -2 1 1 =2
cBB—lN—cN:[—241} 1 1 1 -3 -1 —[—168—9 5
1 -1 -2 -1 1

cBBle—cN:[—zl 1 -8 —6 6]

~3
cyB b = [ 2 4 1 } { 14] — 55
5

El cuadro inicial no satisface optimalidad ya que algunos coeficientes de costo relativo
son positivos.

Debemos aplicar el método de 2 fases en el Dual Simplex.

Agregamos una restriccion adicional:

Ty +x5+xs+T7+28+20=M ; 29 >0

7Z T T T3 Ty T Te Ty Xg x RHS
2 |1 0 0 0 -4 1 -8 6 6 0 -55
<= 2,/ 0 O 0 0 1 1 1 1 1 1 M
x| 0 1 0 0 1 -2 1 1 -2 0 -3
xs| 0 0 1 0 -1 1 1 -3 -1 0 -14
z3] 0 0 0 1 1 -1 2 -1 1 0 -5
2 |1 0 0 0 -10 -5 -14 -12 0 -6 -6M-55
x| 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 M
|0 0 0 0 3 0 3 3 0 2 2M-3
x50 0 1 0 0 2 2 -2 0 1 M-14
< 2310 0 0 1 0 -2 3 -2 0 -1 -M-5
z |1 O 0 -5/2 -10 0 -13/2 -7 0 -7/2|-7/2M -85/2
zg| 0 0 0 1/2 1 0 -1/2 0 1 1/2| M/2-5/2
10 1 0 0 3 0 3 3 0 2 2M - 3
< 2510 0 1 1 0 0 -1 -4 0 0 -19
5|0 0 0 -12 0 1 3/2 1 0 1/2| M/2+5/2
2 |1 0 -7/4 -17/4 -10 0 -17/4 0 0 -7/2|-7/2M -37/4
zg | 0 0 0 1/2 1 0 -1/2 0 1 1/2| M/2-5/2
x| 0 1 3/4 3/4 3 0 9/9 0 0 2| 2M-69/4
z7 |0 0 -1/4 -1/4 0 O 1/4 1 0 0 19/4
x50 0 1/4 -1/4 0 1 5/4 0 0 1/2| M/2-9/4




El cuadro final es optimo y factible, se observa que el problema es ilimitado y que la
funcién objetivo puede disminuir indefinidamente hasta -oco, ya que en el cuadro, M
detiene la evolucién de la funcion objetivo. Recordemos que un cuadro ”optimo” con
zo =0y (20 — ¢) = 7/2 < 0 identifica el problema como ilimitado.

7 — —o0



CAPITULO 8

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

El analisis de sensibilidad es usado para analizar la variaciéon de la solucién 6ptima de un
problema de programacién lineal (PL) cuando se realizan pequenas alteraciones en un problema,
o sea, cuando son realizadas algunas alteraciones en los pardametros A, by c.

Sea el siguiente PL:

min z(x) = cx
s.a.
Ar— b (8.1)
z >0

con m restricciones y n variables. Después de resolver el PL (8.1) existe disponible, ademds de
los valores 6ptimos de las variables y de la funcién objetivo, la base éptima y el cuadro simplex
6ptimo de (8.1). Toda esta informacién puede ser aprovechada para verificar y/o encontrar
la solucién de un problema ligeramente diferente que (8.1), o sea, para resolver nuevamente el
problema (8.1) cuando realizamos pequenas alteraciones en los pardmetros A, by ¢. Este proceso
de andlisis de la variacién de la solucién 6ptima al modificar algunos pardmetros (datos) del
problema es conocido como analisis de sensibilidad. Por lo tanto, analizamos separadamente
todas las modificaciones posibles en un problema de PL y que pueden ser reoptimizados de
manera eficiente. En todos los casos se asume como problema base o referencial el problema
(8.1) y se procede a realizar algunas modificaciones en los datos de ese problema.

8.1 Introducir una Nueva Variable en el Problema

Introducir una nueva variable al problema equivale a incorporar una nueva actividad en el
problema de la vida real. Sea x,; la nueva variable introducida con costo ¢, ; y con su vector
columna a, 1. Sin necesidad de resolver el problema se puede determinar, facilmente, si la base
optima del problema original contintia siendo 6ptima para el problema modificado.
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Determinamos el coeficiente de costo relativo (2,41 — ¢,41) de x,41 para la base 6ptima del
problema original para verificar si esa base continua siendo 6ptima para el problema modificado.
Una vez calculado (2,11 — ¢,41) puede suceder lo siguiente:

1. (2Zng41 — Cpy1) <O

Entonces la base 6ptima del problema original continia siendo 6ptima para el problema
modificado y, por lo tanto, la solucién 6ptima no se modifica (ambos problemas, original
y modificado, tienen la misma solucién éptima) y z,,; = 0 en la solucién 6ptima del
problema modificado.

2. (Zn+1 — Cn+1) > 0:

Entonces la base 6ptima del problema original ya no es mas 6ptima para el problema modi-
ficado y 41 debe entrar a la base y continuar el proceso de optimizacion hasta encontrar
la convergencia del problema modificado. En este caso el proceso de optimizacion debe
usar el método primal simplex porque el cuadro simplex disponible satisface factibili-
dad y debemos procurar la optimalidad.

El coeficiente de costo relativo de z,,,1 para la base actual se encuentra usando la relacién:

-1
(Zn41 — Cny1) = BB “Gnq1 — Cpy1l = Wapq1 — Cpyl

donde B~! (y w ) estd disponible en el cuadro simplex (o puede ser calculado a partir de B que
son las columnas de A identificadas por las variables bésicas ). Para continuar el proceso
de optimizacion, légicamente, se debe también encontrar la columna de z,,; correctamente
actualizada para la base actual B y colocar esa columna en el cuadro simplex, o sea, se debe
calcular:

Yn+1 = B_lan—i—l

que juntamente con (2,41 — ¢,4+1) representa la columna actualizada de z,, 41 en el cuadro sim-
plex. Loégicamente, x,,,.1 debe entrar en la base y se debe continuar el proceso de optimizacion.
(Ver ejemplos 3 y 4 sobre aplicacién de este tipo de problema).

Un asunto interesante, todavia es analizar el tipo de soluciéon éptima del problema mo-
dificado cuando (z,41 — ¢y41) > 0. El proceso de reoptimizacién puede encontrar una nueva
solucién éptima finita o el problema puede transformarse en ilimitado. El lector estd invitado
a reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado.

El lector puede verificar que es posible adicionar varias variables al problema simultaneamente
y la mecanica de reoptimizacion continua siendo valida. En este ultimo caso, simplemente deben
ser encontrados los coeficientes de costo relativos de todas las variables adicionadas al problema,
asi como sus columnas ¥y, adecuadamente actualizadas.



8.2 Adicionar una Restriccion Adicional de Desigualdad

Cuando introducimos una nueva restriccién de desigualdad en realidad estamos incorporando
un subespacio al conjunto convexo y, por lo tanto, el nuevo conjunto convexo (la interseccién
de los subespacios) puede ser menor. Por lo tanto, lo primero que debe hacerse es verificar
si la nueva restriccion elimina de la region factible el punto 6ptimo del problema original. Si
la nueva restriccién no elimina la soluciéon 6ptima del problema anterior entonces la solucién
optima del problema modificado es igual al del problema original. En caso contrario se debe
proceder a reoptimizar el nuevo problema a partir de la base 6ptima del problema original.

El incremento de una restriccién incrementa también el tamano de la base y la nueva
restriccion debe ser colocada en la base correctamente actualizada para la base actual.

Sea la nueva restriccién adicionada al problema:

n
> i1, < bt
=1

que es transformada en una igualdad usando la variable de holgura x,,1:

Z 41,505 + Tn1 = byt (8.2)
j=1

Las siguientes ecuaciones representan el cuadro simplex de la base 6ptima del problema
original (realmente ellas son de caricter general):

z(z) + (cgB™'N —cy)ay = cgB™'b (8.3)

v+ B 'Nay=B""b (8.4)

Con la informacién de las variables basicas y no basicas, la nueva restriccién puede escribirse
de la siguiente forma:

m+1 m+1 _
afy g +ay e + Tpy1 = b (8.5)
donde ™' es un vector formado por los coeficientes de las variables bésicas en la nueva

restriccién y at! es el vector de los coeficientes de las variables no bdsicas en la misma

restriccion.

Multiplicando (8.4) por ai** tenemos:

aplaeg + a3t BT \Nay = a3t B~ (8.6)

Ahora hacemos (8.5)-(8.6) y tenemos:



Tpi1 + (@t — a3 B 'N)ay = by —ap ™ Bt (8.7)

De esta manera fue encontrada la ecuacién (8.7) que esta representada exclusivamente con
las variables no basicas y la nueva variable de holgura xz, 1, o sea, fue eliminada las variables
béasicas. En otras palabras, la nueva restricciéon adicionada al problema fue transformada ex-
clusivamente en funcién de las variables no bésicas y de la nueva variable basica x,. y, por lo
tanto, estd en la forma adecuada para ser colocada en el cuadro simplex. Asi, es posible montar
el siguiente sistema:

z(x) +(cgB™'N — cy)an = cgB™'b
TrB +BilN.Z'N =B (88)
Tnp1 W — a3 BT IN) oy = by — an T BT

Este nuevo sistema representa el nuevo cuadro simplex que en realidad es el cuadro simplex
antiguo donde simplemente se debe adicionar la tltima restriccién que representa a la restriccion
adicionada al problema adecuadamente actualizada para ser incorporada al cuadro. En otras
palabras, si montamos un cuadro simplex usando una base B formada por las columnas de la
siguiente base:

B
Ty =
xn+1

donde z'y representa la base nueva y xp representa la base antigua, entonces se obtendria el
cuadro simplex representado por (8.8).

Observacion:

Una forma préctica de encontrar el cuadro simplex que representa al sistema (8.8) consiste
en colocar la restriccién (8.2) en el cuadro simplex del problema original y a través de op-
eraciones elementales de matrices transformar la dltima fila adicionada en la forma de (8.7).
Légicamente la forma sistemdtica consiste en identificar y determinar (™ — a’3*'B~'N) y

(bm+1 — a’g“B_lb).

Si la restriccion que fue adicionada al problema elimina de la region factible el punto 6ptimo
del problema original entonces el valor actual de la variable basica x,; es negativo (porque?)
y, por lo tanto, el nuevo cuadro simplex satisface optimalidad porque los coeficientes de costos
relativos no fueron alterados, sin embargo se perdié la factibilidad. En este caso, la tunica
alternativa para reoptimizar el problema es usando el método dual simplex (ver los problemas
5, 6 y 7 mas adelante).

Otro aspecto interesante es analizar el tipo de solucién 6ptima del problema modificado
después de adicionar una nueva restriccién. El proceso de reoptimizacion puede encontrar una



nueva solucion 6ptima finita o el problema puede transformarse en infactible. El lector esta
invitado a reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado.

El lector puede verificar que es posible adicionar varias restricciones de desigualdad si-
multaneamente. En este caso se tiene que encontrar un conjunto de equaciones equivalentes a
las encontradas en (8.7). El lector estd invitado a encontrar relaciones genéricas para montar el
nuevo cuadro simplex cuando son adicionadas, simultdaneamente, k restricciones de desigualdad
al problema.

8.3 Adicionar una Restriccion Adicional de Igualdad

Cuando introducimos una nueva restriccién de igualdad en realidad estamos incorporando un
hiperplano al conjunto convexo y, por lo tanto, el nuevo conjunto convexo (la interseccién de
los subespacios) generalmente es menor. Por lo tanto, lo primero que debe hacerse es verificar
si la nueva restricciéon elimina de la region factible el punto 6ptimo del problema original. Si
la nueva restriccién no elimina la soluciéon 6ptima del problema anterior entonces la solucion
optima del problema modificado es igual al del problema original. En caso contrario se debe
proceder a reoptimizar el nuevo problema a partir de la base 6ptima del problema original.

El incremento de una restriccién incrementa también el tamano de la base y la nueva
restriccion debe ser colocada en la base correctamente actualizada para la base actual.

Sea la nueva restriccién adicionada al problema:

n

> Ui, = bt (8.9)

=1

o de manera compacta:

a" M = by (8.10)

En este caso, como no existe variable de holgura, se tiene que inventar una variable basica
para colocar la nueva restriccion en el cuadro simplex. Asi, inventamos la variable artificial z,,
que, debido a que la restriccion es de igualdad, debe ser irrestricta. Por lo tanto, substituimos
la variable artificial por dos variables artificiales no negativas en la siguiente forma: z,,; =

!

" . ., . .
Tpy1 — T, Y la nueva restriccion asume la siguiente forma:

"

a™ e a — T = b (8.11)

Esta restriccion puede ser adicionada al cuadro simplex actualizandolo adecuadamente como
en el caso de la desigualdad analizada anteriormente. Sin embargo, como fue adicionada una
variable artificial se debe proceder a resolver el problema usando el método de las dos fases del
simplex. Légicamente la funcién objetivo de la fase I asume la siguiente forma:



. ! "
min To = T, + T,
Otra vez, el nuevo cuadro puede encontrarse actualizando adequadamente la nueva fila adi-
cionada para la base actual asi como la fila objetivo de fase I también actualizada para la base

actual. Otra alternativa es colocar las filas en la forma original y realizar operaciones elemen-
tales de matrices sobre las filas para colocarla en la forma adecuada.

La propuesta anterior puede ser mejorada adicionando simplemente una tnica variable ar-
tificial no negativa. Sea x* la solucién éptima del problema original. Entonces hacemos lo
siguiente:

1. Si a™ta* > b,,, entonces adicionamos una variable artificial de la siguiente forma:

+1 _
T — Tpp1 = by Tnt1 =0

am
2. Si a™*tlz* < b, entonces adicionamos una variable artificial de la siguiente forma:

m+1 _
a x + Tpy1 = bm+1 Tpy1 Z 0

Sin embargo, la inica diferencia es que fue eliminada una variable artificial pero sigue vigente
la necesidad de usar la fase I del simplex porque estamos usando una variable artificial.

A manera de ilustracién consideremos la siguiente restriccién de igualdad:
—21 4+ 229 — x4 — 325 =9

que es adicionada en un problema que tenia la siguiente solucién éptima: = = (3,4,2,0,0).
Entonces verificamos que:

—3+24)=5<9
entonces la nueva restriccion debe tener la siguiente forma:
- + 2.1‘2 — Ty — 3[1)5 + Tp+1 = 9 Tn+1 Z 0

Esta estrategia garantiza que, siempre, el nuevo cuadro sea primal factible y la técnica
usada para reoptimizar el problema debe ser el método primal simplex con uso de las 2 fases.

Existe otra posibilidad de reoptimizar este tipo de problema. Se puede substituir la re-
striccion de igualdad por 2 restricciones de desigualdad, transformar esas restricciones a la



forma <y colocar 2 variables de holgura (en este caso son variables de holgura y no variables
artificiales como en el caso de la estrategia anterior) para transformar las desigualdades en
igualdades. En este caso, el problema fue reducido al caso anterior con la adicién de mas de
una restriccién de desigualdad (comentada al final del caso anterior). En este caso se colocan
las 2 restricciones adecuadamente actualizadas en el cuadro simplex y se procede a reoptimizar
usando el método dual simplex. Probablemente esta propuesta sea la preferida porque evita
usar una funcion objetivo de fase I.

El lector esta invitado a continuar mejorando la propuesta de manipular de forma eficiente
las restricciones de igualdad. Realmente, la forma maés eficiente de trabajar con restricciones
de igualdad consiste en transformarlo en una restricciéon de desigualdad. Como una restriccién
de igualdad (un hiperplano) puede substituirse por dos restricciones de desigualdad (dos sub-
espacios) entonces debemos identificar apenas la restriccién de desigualdad (subespacio) violada
por el punto 6ptimo del problema original y solamente esa desigualdad (subespacio) debe ser
incorporada en el nuevo cuadro simplex. De esta forma, el andlisis de la adicion de una res-
triccién de igualdad puede tratarse de la misma forma que la adicién de una restriccién de
desigualdad (incorporando solamente la restricciéon > 0 6 < 0 que esta violada).

Un asunto interesante, todavia es analizar el tipo de soluciéon éptima del problema modifi-
cado después de adicionar una nueva restricciéon. El proceso de reoptimizacion puede encontrar
una nueva solucion 6ptima finita o el problema puede transformarse en infactible. El lector esta
invitado a reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado (ver ejemplos
8,9y 10).

Se puede verificar que es posible adicionar varias restricciones de igualdad simultaneamente,
sin embargo, en este caso es cada vez mas complicado encontrar relaciones genéricas para mon-
tar el nuevo cuadro dual simplex. Sin embargo, el lector estd invitado a encontrar relaciones
genéricas para montar el nuevo cuadro simplex cuando son adicionadas k restricciones de igual-
dad simultaneamente.

8.4 Variacion del Coeficiente de Costo de una Variable
No Basica

. 7 . . . ’
Sea x;, una variable no bdsica cuyo coeficiente de costo fue modificado de ¢, para c,.

En este caso debemos llevar en cuenta los siguientes aspectos:

1. Los coeficientes de costo relativos de las variables basicas en el problema modificado
permanecen iguales a cero porque ya sabemos que en general ¢y = cgB !N —cy v en
particular para las variables bésicas tenemos que: ¢z = cgB 'B — cg = 0, 0 sea, no
depende de los valores de los coeficientes de costo de las variables no basicas.



2. La variacién del coeficiente de costo de una variable no bésica no altera el coeficiente
de costo relativo de las otras variables no basicas porque para la variable no basica x;

R - -1, _ ~.

tenemos que: ¢; = cgB™ a; — ¢;.

3. Por lo tanto, la variacién del coeficiente de costo de la variable no basica z; altera sola-
mente el coeficiente de costo relativo de la propia variable x.

Sea (z — ¢x) el coeficiente de costo relativo de la variable no bédsica zj en el problema
original. Entonces, el nuevo coeficiente de costo relativo de xy en el problema modificado es el
siguiente:

(2 — c;c) =2z —Cp +Cp — c',C = (2 — cg) + (e — c'k) (8.12)

donde (z, — ¢) estd disponible en el cuadro simplex 6ptimo del problema original. Por lo
tanto, el cuadro simplex 6ptimo del problema original contintia siendo 6ptimo para el problema
modificado si se cumple que:

(21— cp) = (2 — ) + (cg — ) <0

En caso contrario, el cuadro ya no es mas 6ptimo para el problema modificado porque
(21 — ¢) > 0y la variable no bésica x, puede (y debe) entrar en la base y mejorar la calidad
de la funcién objetivo actual.

Un asunto interesante, todavia es analizar el tipo de solucién 6ptima del problema modi-
ficado después de modificar el coeficiente de costo de una variable no basica. El proceso de
reoptimizacion puede encontrar una nueva solucién 6ptima finita de mejor calidad que el 6ptimo
del problema original o el problema puede transformarse en ilimitado. El lector estd invitado
a reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado.

Se puede verificar que es posible modificar los coeficientes de costo de varias variables no
basicas simultdneamente y la estrategia basica presentada continua siendo valida. Simplemente
se debe calcular los nuevos coeficientes de costo relativos de aquellas variables no basicas que
tuvieron sus coeficientes de costo modificados (cada modificacién de costo de una variable no
bésica modifica solamente el coeficiente de costo relativo de esa variable no basica).

Otro aspecto interesante consiste en saber la maxima variacién permitida al coeficiente de
costo de una variable no basica para que la base éptima del problema original continie siendo
base 6ptima del problema modificado. En este caso, la respuesta es encontrada simplemente
transformando en igualdad la relacién (8.12) y tenemos:

(Zk —Ck) + (Ck —C;f) =0

de donde se puede encontrar facilmente c}c (0o Ac¢g) porque los otros pardmetros son conocidos
(ver ejemplos 11 y 12).



8.5 Variacion del Coeficiente de Costo de una Variable
Basica

Sea x; una variable basica cuyo coeficiente de costo fue modificado de ¢; para ¢, y sea t el
numero de la fila que ocupa esa variable bésica en el cuadro simplex éptimo del problema
original.

En este caso llevando en cuenta el andlisis del caso anterior (variacién del coeficiente de
costo de una variable no bésica) se puede verificar que todas las variables no bésicas deben
tener sus coeficientes de costo relativos modificados. Por lo tanto, los nuevos valores de los
coeficientes de costo relativos de las variables no basicas asumen la siguiente forma:

!  — B lg — = Cnt —
z;—¢j = cgBTa;— ¢ =cpy; — ¢

’

= (csy; — ¢;) + (cpy; — cpy;) = (2 — ;) + (¢ — ¢B)y;

Y1) W

= (zj—cj)+[0 ... 0 (cg —cp) O ... 0] Yy | < fila j

L Ymj |

z; —c¢; = (zj —¢j) + (C;gt —cp)yy Vi JFEk

’ . . . YO
donde z; — ¢; representan los nuevos coeficientes de costos relativos de las variables no bdsicas.

Para j = k (coeficiente de costo relativo de la variable basica que esta variando de coeficiente
de costo) tenemos:

’ !

zk—ck:(zk—ck)—i-(ck—ck):Zk—i-c’k—2ck

!

(2 — ) = (2 —cx) =0

Por lo tanto, los nuevos coeficientes de costo relativos para las variables basicas y no basicas
son los siguientes:
’

z;—c;j= (27— ¢) + (cp, —cn)yy Vi j#k

Légicamente, el cuadro éptimo del problema original continda siendo 6ptimo para el pro-
blema modificado si tenemos que:
z;j—¢; <0V

Si el nuevo cuadro simplex no es éptimo entonces se debe reoptimizar el problema usando,
l6gicamente, el método primal simplex porque el cuadro satisface factibilidad y no satisface



optimalidad (ver ejemplos 13 y 14).
Observaciones importantes: En relacion a este topico tenemos:

1. También es posible encontrar los coeficientes de costos relativos usando la relacién general
valida para cualquier tipo de variable:

t=cgB 'A—c=wA—c¢

2. Cuando varia el coeficiente de costo de una variable basica, la base 6ptima del problema
original puede seguir siendo 6ptima para el problema modificado pero la funcién objetivo
optima del problema modificado es diferente del problema original. Para verificar esta
situacion veamos lo siguiente:

Funcién objetivo 6ptimo del problema original:

z(x*) = cgB b = cpb = cpa*

Funcién objetivo éptimo del problema modificado:

7 (z*) = cgB b = czb = cpa*

Si la variable basica que estd en la fila t del cuadro varia su coeficiente de costo y hacemos:
C;3t = cp, + Acp, entonces la relacién anterior asume la siguiente forma:

z (z¥) =

—

(cg, + Acp,) ... ] by | = cb+ Acp,by = z(2*) + Acg, b,

Por lo tanto, si Acg, > 0 la funcién objetivo 6ptima del problema modificado serd mayor
que la funcién objetivo 6ptima del problema original.

Un asunto interesante, todavia es analizar el tipo de soluciéon éptima del problema mo-
dificado después de modificar el coeficiente de costo de una variable basica. El proceso de
reoptimizacion puede encontrar una nueva solucién éptima finita de mejor o de peor calidad
que el éptimo del problema original o el problema puede transformarse en ilimitado. El lector
estd invitado a reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado.

Se puede verificar que es posible modificar los coeficientes de costo de varias variables
basicas simultaneamente, sin embargo, en este caso es posible que sea mejor modificar un poco
la estrategia basica presentada y usar directamente la relacion:

! —

para calcular los coeficientes de costos relativos de las variables no basicas y actualizar los
elementos de la fila objetivo en el cuadro simplex. El resto de la estrategia continta siendo



valida y se debe proceder a la reoptimizacién si algunas variables no basicas tienen sus nuevos
coeficientes de costo relativo con valores > 0.

Otro aspecto interesante consiste en saber la maxima variacién permitida al coeficiente de
costo de una variable basica para que la base 6ptima del problema original continte siendo base
optima, del problema modificado.

8.6 Variacion de un Elemento del Vector b

En este caso varfa un elemento del vector de recursos b. Suponer que varia el elemento b; para
’ , . .. - . , .

el nuevo valor b;. En este caso el cuadro 6ptimo del problema original continta siendo éptimo

para el problema modificado si la factibilidad es preservada, o sea, si tenemos que:

B~ >0

’ . .
donde b es el nuevo vector de recursos. En este caso puede suceder uno de los siguientes casos:

1. Si B~ >0
En este caso la factibilidad (y la optimalidad) del cuadro es preservada y la base éptima
del problema original contintia siendo 6ptima del problema modificado. Sin embargo
no se debe olvidar de que la base 6ptima no varia (las variables basicas en ambos casos,
problema original y problema modificado, son las mismas) pero los valores de las variables
basicas, asi como el valor de la funcion objetivo 6ptima si varian.

2. B0 #0:
En este caso se pierde la factibilidad del cuadro pero, légicamente, la optimalidad del

cuadro siempre se preserva en estos casos. Por lo tanto, el problema debe ser reoptimizado
usando el método dual simplex.

Inicialmente deducimos relaciones especificas para este problema y después deducimos rela-
ciones mas genéricas. Sea j la fila que define el recurso modificado y suponer que el cuadro
inicial fue montado usando como base una matriz identidad y que, por lo tanto, la matriz B!
esta disponible en el cuadro como se muestra en el siguiente esquema:

m m J
-~

I N B! Yj «— B!

Los nuevos valores de las variables basicas pueden ser calculadas de la siguiente forma:

B =B'%—B%+B'W =B'%+BYb —b)=b+B(b —b)



y B~1(b' — b) puede encontrarse del siguiente esquema (ver esquema anterior):
J
Yij

0
yjil,j 0
B7Y(b —b) = Yii (b; = bj)
Yi+1,j 0
0

ym]

Por lo tanto, tenemos que:

!

B™'b = b+ (b; — b))y, (8.13)

Se debe observar que la relacién (8.13) es vélida independientemenete de la forma de la
base inicial escogida para montar el cuadro simplex inicial (fue escogida la identidad en este
andlisis). Asi, la tinica cosa que es diferente es la disponibilidad de B~! en el cuadro simplex
(16gicamente si se usa el simplex revisado no existe ningiin problema porque en ese caso B!
siempre estd disponible en el cuadro). En general, siempre es posible conocer B! siempre que
sea a partir de B.

. , , . . _ ! . . , , .
Por lo tanto, el cuadro contintda éptimo si B~'b > 0. Si el cuadro contintia éptimo entonces
los nuevos valores de las variables bésicas y de la funcion objetivo son los siguientes:

Variables basicas:
rp — B = b+ (b, — b)yj

Funcion objetivo:

’

2 (z*) =B~

En caso contrario se procede a reoptimizar el problema usando el método dual simplex
(ver ejemplos 15 y 16).

Otro asunto interesante, todavia es analizar el tipo de solucién 6ptima del problema modi-
ficado después de modificar un elemento del vector de recursos b. El proceso de reoptimizacion
puede encontrar una nueva solucion 6ptima finita de mejor o de peor calidad que el 6ptimo del
problema original o el problema puede transformarse en infactible. El lector estd invitado a
reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado.

Se puede verificar que es posible modificar varios o todos los elementos del vector de recursos
b y para cada elemento de b que es modificado se necesita de una columna de la matriz B~! y,
en el caso extremo de que sean modificados todos los elementos del vector b, entonces es mejor
recalcular los nuevos valores de las variables bésicas usando la relacién fundamental: B0,



Sin embargo, se puede generalizar la relacién (8.13) para el caso en que pueden variar todos los
elementos del vector b encontrandose la siguiente relacion:

1 =b+ ib—b (8.14)

Otro aspecto interesante consiste en saber la méxima variacién permitida a un elemento (o
varios elementos) del vector b para que la base 6ptima del problema original contintie siendo
base éptima del problema modificado. El lector estd invitado a reflexionar sobre este asunto.

8.7 Variacion del Coeficiente a;; de la Columna de una
Variable No Basica

Esta modificacion altera solamente el coeficiente de costo relativo de la propia variable no
béasica cuyo coeficiente a;; fue modificada. Sea x; la variable no basica cuyo coeficiente a;; fue
modificada. Entonces, el nuevo coeficiente de costo relativo de z; es el siguiente:

’ o ’ ’
z; —cj = cpB 1a-—cj = wa;

j j i~ G

En este caso puede suceder uno de los siguientes casos:

1. Siz;-—chO:

En este caso la base 6ptima del problema original continia siendo 6ptima para el problema
modificado y no se alteran los valores de las variables basicas y de la funcién objetivo.

2. Siz;-—cj>0:

En este caso se pierde la optimalidad del cuadro y z; es candidata a entrar en la base.
Loégicamente, la factibilidad del cuadro siempre es preservada en estos casos. Por lo tanto,
el problema debe ser reoptimizado usando el método primal simplex. En este caso
también debe ser recalculada la columna y; de la variable no basica z;, cuyo coeficiente
a;; fue modificado, usando la relacién:

=B 'd, (8.15)

’ . . . .
donde y; representa la nueva columna actualizada de z; y que es usada para iniciar la
. . ., . /
reoptimizacion del problema juntamente con (zj —¢j).

La relacion (8.15) puede ser simplificada considerando que a;j = aj; + Aay; y bj_l es la
columna j de la matriz inversa B~'. Asi, de (8.15) tenemos:



y; = B 'a; = B '(a; + Agj) = B 'a; + B~ 'Aaj = y; + Aayb; (8.16)

Como ya fue mencionado, el proceso de reoptimizacién usa el método primal simplex (ver
ejemplos 17 y 18).

Otro asunto interesante, es analizar el tipo de solucién 6ptima del problema modificado
después de modificar un elemento a;; de la matriz A de una variable no bdésica. El proceso
de reoptimizacién puede encontrar una nueva solucion 6ptima finita de mejor calidad que el
6ptimo del problema original o el problema puede transformarse en ilimitado. El lector esta
invitado a reflexionar sobre estos tipos de convergencia del problema modificado.

El lector puede verificar que es posible modificar varios o todos los elementos del vector
a; de la variable no bésica z;. En estos casos puede ser preferible calcular el nuevo vector y;-
usando la relacién (8.15). Obviamente, los dnicos pardmetros que necesitan ser recalculados
son los elementos del cuadro simplex de la variable no basica x;.

En este caso también se puede preguntar por la maxima variaciéon permitida al elemento
a;; analizado para que la base éptima del problema original continue siendo base 6ptima del
problema modificado. El lector esta invitado a reflexionar sobre este asunto.

8.8 Variacion del Coeficiente q;; de la Columna de una
Variable Basica

Esta modificacion representa la alteracion mas critica porque se estd modificando la base éptima
B y, por lo tanto, la inversa B~! lo que significa que, en principio, pueden variar todos los
elementos del cuadro simplex ya que todos ellos dependen de B~'. Sea z; la variable bésica
cuyo coeficiente a;; fue modificada. En este caso, la modificacién puede ser implementada de
la siguiente manera:

. . ! . ’ .
1. Considerar una nueva variable z; que se incorpora al problema con la columna a; modi-
ficada de z; y con el coeficiente de costo ¢;. En otras palabras, inventamos una variable
. . ’ .
artificial z; donde colocamos los datos modificados de ;.

2. Eliminar la variable z; original del problema pivotando esta variable basica con la variable

’ , . . , . . . . .
z; no bésica inventada. Logicamente, para implementar el pivotaje, se debe actualizar

! . .
adecuadamente la columna de z; para la base corriente usando las relaciones:

’ . 1! . ’
z2; —¢; = cpB a; — ¢j = wa; —

J Cj

l_ _1/
y; =By

En el proceso de transformacién anterior pueden suceder los siguientes casos:



1. El elemento y;-j # 0:

En este caso es posible realizar el pivotaje y, después del pivotaje, z; se elimina del
problema (es adecuadamente substituida por x;) El proceso de pivotaje puede destruir
la optimalidad y/o la factibilidad del cuadro. El proceso de optimizacién continda
usando um método primal simplex o dual simplex de acuerdo a cada caso. Si la
factibilidad es destruida entonces se debe usar un método dual simplex; si la optimalidad
es destruida entonces debe ser usado el método primal simplex y, finalmente, si tanto
factibilidad como optimalidad son destruidas entonces, probablemente, sea més adecuado
usar el método dual simplex con necesidad de implementar la fase I.

2. El elemento y;-j =0

En este caso no es posible realizar el pivotaje entre x; y x; Esto significa que las columnas
bésicas con la nueva columna de z; ya no forman una base (primal ni dual factible), en
otras palabras la nueva base B con la nueva columna de z; no tiene inversa. En este
caso se debe eliminar la variable z; considerando esta variable como si fuese una variable
artificial y usando un método primal simplex de dos fases (ver ejemplos 19 a 22).

Se puede verificar que es posible modificar varios o todos los elementos del vector a; de la
variable no bédsica ;. En estos casos es mds probable que se destruya la factibilidad y/o la
optimalidad.

Para presentar ejemplos de analisis de sensibilidad usamos dos ejemplos simples como pro-
blemas originales o referenciales y en esos problemas son implementadas pequenas alteraciones
para realizar andlisis de sensibilidad. Esos problemas referenciales son los ejemplos 1 y 2
mostrados a continuacion.

Ejemplo 1: Sea el siguiente PL:

min z(x) = —x; — 3xy
5.Q.
T1 + X9 S 6
-1 + 2.’172 S 8

T1; w9 >0

La base 6ptima de este problema es B = [a; as]| con xg = (x1,%2). x3 y 24 son las variables
de holgura. El cuadro 6ptimo del problema es el siguiente:

Cuadro 6ptimo del ejemplo 1.

z T1 Xy X3 Tsa RHS

R R A
0 1 0 5 —§ 3




Figura 8.1: Grafica del ejemplo 1.

Otros datos relevantes de la solucion éptima del ejemplo 1 son los siguientes:

_ 4

’ — z(aj*):—@
ZL‘2—1—34 3
1 -}
3 3

El lector estd invitado a resolver el ejemplo 1 y verificar los resultados mostrados. La
representacion grafica de este problema es mostrada en la figura 8.1.

Ejemplo 2: Sea el siguiente PL:

min z(x) = —x1+ 2@
s.a.
T+ To S 6
—21 + 229 < 8

T1; @ >0

La base 6ptima de este problema es B = [a; a4 con g = (%1, x4). x3 y 24 son las variables
de holgura. El cuadro 6ptimo del problema es el siguiente:



X2

Figura 8.2: Grafica del ejemplo 2.

Cuadro 6ptimo del ejemplo 2.

z T1 Ty X3 Tsa RHS

.CC1—6
= z(x*) = —6
.774—]_4
10
w:[wl w2:|:|:—1 0:| 371:
11

El lector estd invitado a resolver el ejemplo 2 y verificar los resultados mostrados. La
representacion grafica de este problema es mostrada en la figura 8.2.



Ejemplo 3: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada una nueva variable x5 (nueva activi-
dad) con los siguientes pardmetros:

C5:2 a5:[_;]

Se desea resolver el problema modificado.

Se debe calcular el coeficiente de costo relativo de la nueva variable, considerada no basica,
de la siguiente forma:

Cs; = was — Csy

Por lo tanto, como ¢; = —g < 0, entonces el cuadro 6ptimo del problema original continta
siendo 6ptimo para el problema modificado y la solucién éptima no varia.

Ejemplo 4: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada una nueva variable x5 (nueva activi-
dad) con los siguientes pardmetros:

C5:—]_ a5:[_;]

Se desea resolver el problema modificado.
Se debe calcular el coeficiente de costo relativo de la nueva variable, considerada no basica,
de la siguiente forma:

C; = wag — Cs

= -3 —%]l_;]—(—l):%+1:§>0

Por lo tanto, como ¢; = % > 0, entonces el cuadro 6ptimo del problema original no es 6ptimo
para el problema modificado y se debe reoptimizar usando el método primal simplex. Antes se
debe calcular la columna actualizada de a5 para la base actual de la siguiente forma:

wnN
|

Wl
W >

ol -1 _ |

W=
W=
W=



Ahora colocamos la columna actualizada de x5 en el cuadro 6ptimo del problema original
y procedemos a reoptimizar usando el método primal simplex. Los cuadros resultantes son los
siguientes:

Optimizacion del ejemplo 4.

z ry w2 X3 Ty Ts RHS

5 2 4 46

£ 10 0 =3 =3 3 -3
2 1 4 4
o0 10 5 T3 T3 3

T 0 0 1

W=
W=

—
w2

Z1 0 1 4 2 1 0 20

Zs5 0 0 3 1 1 1 14

Los nuevos valores 6ptimos son los siguientes:

ZL‘1:20 _
{x5:14]:>,2(x)— 34

La representaciéon grafica de este problema es mostrada en la figura 8.3.

El lector esta invitado a resolver nuevamente este problema cuando los parametros de xj
son los siguientes:

En este caso el lector debe verificar que el problema se vuelve ilimitado.

652—1 a5:[_

N[ et



X2
N

12

. 4 /' 8 12 16 X1

Figura 8.3: Grafica del ejemplo 4.

Ejemplo 5: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada la siguiente restriccion:

$1—$2§4

Se desea resolver el problema modificado.

La primera decisién consiste en verificar si la base 6ptima del problema original sigue siendo
Optima para el problema modificado, o sea, si la restriccion adicionada no elimina el punto ex-
tremo optimo de la region factible del problema. Substituyendo la solucién 6ptima del problema

original, xy = % y Ty = 1—34, en la nueva restriccion tenemos:
4 14 10
- =——<4
3 3 3

entonces la nueva restriccion no elimina la solucién 6ptima del problema original y, por lo tanto,
el 6ptimo del problema modificado es el mismo del problema original. En la figura 8.4 se puede
verificar que la restricciéon adicionada no elimina el punto 6ptimo del problema original.



pN
N

Figura 8.4: Grafica del ejemplo 5.

Ejemplo 6: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada la siguiente restriccion:

T+ 2.’172 S 9
Se desea resolver el problema modificado.
La primera decision consiste en verificar si la base éptima del problema original sigue siendo

Optima para el problema modificado, o sea, si la restriccion adicionada no elimina el punto ex-
tremo optimo de la region factible del problema. Substituyendo la solucién 6ptima del problema

original, ry = % y Ty = 1—34, en la nueva restriccion tenemos:
4 14 32
—+2(=)=—>9
3 ( 3 ) 3

entonces la nueva restriccion elimina la solucion 6éptima del problema original y, por lo tanto,
se debe reoptimizar el problema usando el método dual simplex. La forma matematica de la
nueva restriccion, adecuadamente actualizada para la base actual, es la siguiente:

m+1 m+1 p—1 _ m+1 p—1
Tpy1 +[aNT —af T BT N]ey = by —ay B™b

Del cuadro 6ptimo tenemos:



2 _1 4
3 3 3
al T3 _ _
Tp = TN = BN = B™'b =
L2 L4 101 14
3 3 3

Transformando la restriccion adicionada en igualdad tenemos:

x1+2x2 +.§U5:9

De las relaciones anteriores tenemos:

ap=1[1 2] ay=[0 0] by =9
2 _1
a—ayBN=[0 0]-[12]| " T[4 1]
3 3

bs—apB hb=9-[1 2| _ 2

El nuevo cuadro, aumentado con la nueva restriccion adecuadamente actualizada, es mon-
tado y reoptimizado en los siguientes cuadros usando el método dual simplex:

Optimizacion del ejemplo 6.

Z T T2 T3 T4 Ts RHS

z 1 0 0 -3 -3 0 —%
0 1 0 3 -3 0 3
2 0 0 1 3 3 0 %
s 0 0 0 .
z 1 0 0 0 -3 —7 —%

@70 1 0 0 -5 3 3
0 0 1 o0 1 31 =

CER 0 0

—_

|—
o
ot




X 2
/}
Optimo )
* < Optimo

- N antiguo

4@ 7>
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2 4 6 8 X1
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Figura 8.5: Grafica del ejemplo 6.

Los nuevos valores 6ptimos son los siguientes:

T =

N[
(@)
W

51 4

T2 = 13

La representaciéon grafica de este problema es mostrada en la figura 8.5.

Observacion importante:

En el ejemplo anterior se puede montar un cuadro prepreparado como se hace en los libros
tradicionales de PL (como en el libro de Bazaraa) y después montar el cuadro adecuado.

En este caso, simplemente se coloca la restricciéon después de colocar la variable de holgura
y se realiza operaciones elementales de matrices para encontrar el cuadro adecuado. En los
siguientes cuadros simplex, el primer cuadro es el cuadro prepreparado y el segundo cuadro es
el primer cuadro de la estrategia usada anteriormente.



Forma alternativa para el ejemplo 6.

Z r1 T2 r3 Ta X5 RHS Hacemos cero los coeficientes
de la dltima restriccién

5 2 46 correspondientes a las
‘ 1 0 0 3 3 0 3 columnas bésicas
w0 1 0 2 — 0 3 = x(=1)

T2 0 0 1 o0 ¥ 5 x(-2

Wl
w

Ts 0 1 2 0 0 1 9

N
—_
)
)

[
wlot
[

w o
)

[
«|&

1 0 1 0
—> Dual simplex
) 0 0 1

Ts 0 0 0

(aw] @ W= win
|
Wl
p—t
|
wlot

0 1 0 0 -3 5 3
0 0 1 o0 1 3 =

3 0 0 0

[u—

=
o
Ot

Ejemplo 7: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada la siguiente restriccién:
T — 4[1)2 Z 8

Se desea resolver el problema modificado.

La primera decisién consiste en verificar si la base 6ptima del problema original sigue siendo
optima para el problema modificado. Substituyendo la soluciéon 6ptima del problema original,
T = % y Ty = %, en la nueva restriccién tenemos:

entonces la nueva restriccion elimina la solucién éptima del problema original y, por lo tanto, se
debe reoptimizar el problema usando el método dual simplex. Colocando la variable de hlgura
x5 en la nueva restricciéon y manipulando esa ecuacién se tiene la siguiente relacion:



—I —|—4ZL‘2 + x5 = -8

Podemos colocar esta restriccién en el cuadro simplex del problema original y realizar o-
peraciones elementales de fila para obtener un cuadro simplex en la forma adecuada (como en
el caso de los cuadros simplex de la dltima tabla). Los cuadros simplex encontrados son los
siguientes:

Forma alternativa para el ejemplo 7.

z Ty T2 X3 T4 ITs RHS Hacemos cero los coeficientes
de la ultima restriccién

5 2 46 correspondientes a las
‘ 1 0 0 3 3 0 3 columnas bésicas
0 1 0 2 -3 0 3 = x(

2 0 0 1 3 3 0 H = x(-4

x50 -1 4 0 0 1 -8

z 1 0 o0 -2 -2 o -2
0 1 0 2 -3+ 0 3
—> Dual simplex

©» 0 0 1 3 3 0 ¥
oo o0 0 -2(C) 1 %
z 1 0 0 —-f 0o -2 -%
0 1 0 :f 0 - %

=— Dual ilimitado
2 0 0 1 + 0 i =2 —  Primal infactible
0 0 o0 % 1 % D

Observacion:

Légicamente, el cuadro inicial de este problema también puede ser montado usando la misma,
estrategia usada en la primera parte del ejemplo 6 usando las relaciones de transformacion fuera
del cuadro simplex. El lector estd invitado a encontrar el cuadro simplex inicial de esta forma.

El problema modificado se vuelve infactible. La representacién gréafica de este problema es
mostrada en la figura 8.6.



X2

<= Region infactible.

C

Figura 8.6: Grafica del ejemplo 7.

Ejemplo 8: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada la siguiente restriccién de igualdad:

2[1)1—[11'2:4

Se desea resolver el problema modificado.

La primera decision consiste en verificar si la base éptima del problema original sigue siendo
optima para el problema modificado. Substituyendo la soluciéon 6ptima del problema original,

T = % y Ty = %, en la nueva restriccién tenemos:
24 1 _ 2<4
3 3

entonces la nueva restriccion elimina la soluciéon éptima del problema original y, por lo tanto,
se debe reoptimizar el problema usando el método primal simplex de 2 fases. Como para la
solucién éptima del problema original se tiene que —2 < 4 (se cumple la relacién <) entonces
adicionamos a la ecuacion la variable artificial x5 en la siguiente forma:

21‘1—$2+l‘5:4 £U5ZO

donde, obviamente, se colocaria la forma —x5 si en la ecuacién se cumple la relacion >. La
funcién objetivo de fase I tiene la siguiente forma: min x, = s



Ambeas filas, la de la funcién objetivo de fase I y la nueva ecuacion, pueden ser colocadas en
el cuadro simplex 6ptimo del problema original para preparar el cuadro en la forma adecuada
y después iniciar el proceso primal simplex de 2 fases. Los cuadros simplex encontrados son los
siguientes:

Cuadro simplex del ejemplo 8.

2 To T1 T2 X3 X4 X5 RHS Hacemos cero los coeficientes
de la tdltima restriccion
correspondientes a las

columnas basicas
y después la fila z,

0 0 1 0 2 —3 0 3 = x(=2
L 0 0 0 1 3 5 0 5 = x(1

s 0 0 2 -1 0 0 1 4 — x(1)

Zo 0 1 0 0o -1 1 0 6

0 0 1 0 % —3 0 3 = Primalsimplex
2 0 0 0 1 3 3 0 =

Ts 0 0 0 0 —1@ 1 6

To 0 1 0 0 0 0o -1 0

@0 0 1 o0 5 o0 3 ¥ = Cuadro éptimo

© 0 0 0 1 3

=]
|
Wl
wloo

g 0 0 0 0o -1 1 1 6

T = 5

wl|oo

T9 =

La representaciéon grafica de este problema es mostrada en la figura 8.7.
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Figura 8.7: Grafica del ejemplo 8.

Observacion:

Légicamente, el cuadro inicial de este problema también puede ser montado usando la misma
estrategia usada en la primera parte del ejemplo 6 usando las relaciones de transformacion
fuera del cuadro simplex. Montamos el cuadro inicial usando esta estrategia mas formal. La
restriccion adicionada tiene la siguiente forma:

2.%‘1—£U2+.T5:4

donde x5 es una variable artificial. La forma matematica de la nueva restriccion adecuadamente
actualizada para la base actual es la siguiente:

m+1 m+1 p—1 _ m+1 p—1
Tpi1+ (e —al T B " N]ey =bpy —a "B b

Del cuadro 6ptimo tenemos:

win
[SHI

o) X4

xB:[‘“] xN:lx?’] B7'N = B~ =

W=
Wl
w

De las relaciones anteriores tenemos:

ap=1[2 —1] ay =10 0] by =4



2 _1
oy —ayB'N=[0 0]-[2 —1] v =[-1 1]
b
4
by —apBlb=4-[2 -1] Yl =6

14

3

Ahora se debe determinar los elementos de la fila z, adecuadamente actualizados para la
base actual. La funcién objetivo tiene la siguiente forma:

Fase I min x, = Is

Entonces tenemos los siguientes datos:

T 25
cp=[0 0 1] cy=[0 0]
Entonces tenemos:
2 _1
3 3
ty=cgB'N-cy=[00 1]| 3 F|-[0o0]=[-11]

1 1

4

!

To=cyBb=10 0 1]| % =6

Obviamente, también es posible verificar que: ¢ = cgB tas — c5 = 0.



Por lo tanto, el cuadro inicial tiene la siguiente forma:

Cuadro simplex inicial del ejemplo 8.

zZ Lo X1 ®2 T3 Ty Ts RHS
z 1 0 0 0 -3 -3 0 -%

Zo 0 1 0 0o -1 1 0 6

Ty 0 0 1

o
o
|

W=

o

[P

» o0 0 o0 1 + + o M

Ts 0 0 0 0 -1 1 1 6

Ejemplo 9: Resolver el ejemplo 8 transformando la restriccién de igualdad en 2 restricciones
de desigualdad.

Cuando introducimos varias restricciones de desigualdad, la siguiente relacién de transfor-
macion:

Tng1 + (A —apBT N)ay = bpyy —a™ B7'h

contintua siendo valida para transformar nuevas restricciones a la forma adecuada para que sean

adicionadas en el cuadro simplex del problema original. Sin embargo, en estos casos x,; es un

vector y, av™ y a2t son matrices.

La restriccion de igualdad puede ser manipulada de la siguiente forma:

20 — 19 <4 = 201 — 19 < 4

2$1_$2:4:>{2x1_x224 — —2£U1+.I'2§—4

Por lo tanto tenemos las siguientes relaciones:

2.%‘1—£U2+.T5 =4 — - 2 —1 an = 0 0
—2x, + X9 + Te = —4 B=1 92 1 NT10 00

4l

w o
W=

g _|00] [ 2 -1 a
an —anb N‘loo -2 1

W=
W=



4
oAl o2 -1 B s
b3 (J,BB b—[_4] [_2 1] L = _6

3

Con los parametros encontrados se puede montar el siguiente cuadro inicial del problema:

Cuadro simplex inicial del ejemplo 9.

z T1 Ty T3 Ta Ts Te RHS

0 1 0 %2 -+ 0 0 3
» 0 0 1 + + o o X
s 0 0 0 -1 1 1 0 6

e 0 0 0 1 -1 0 1 -6

N
—_
)
)

|
w3
)
)

|
w o

|
@[

T2 0 0 1

N
o
o

W=
wloo

s 0 0 0 0 0 1 1 0

Ty 0 0 0o -1 1 0 -1 6

Se puede observar que la restriccién 2z, — x5 < 4 que corresponde al subespacio factible
para el 6ptimo del problema original no participa en el proceso de optimizacién. Por lo tanto,
solamente es necesario adicionar el subespacio violado 2x; — xo > 4. Asi, colocar la restriccién
2x1 —x9 = 4 equivale a resolver el problema colocando la restriccién 2z —x9 > 4 porque la otra
restriccion se cumple de forma trivial. La restriccion que debe ser usada se identifica facilmente
usando la informacion del punto éptimo del problema original.



Observacion:

Como ya fue mencionado al hacer el andlisis tedrico, la adicién de una nueva restriccion
puede transformar el problema en infactible. El lector esta invitado a verificar este caso reop-
timizando el ejemplo 1 cuando es adicionada la siguiente restriccion:

£U1—4£U2:8

Ejemplo 10: En el ejemplo 1 considerar que es adicionada la siguiente restriccion de igualdad:
2.’1?1 + Lo = 2

Se desea resolver el problema modificado.

14

Substituyendo la solucién 6ptima del problema original, z; = % y T3 = 3, en la nueva

restriccién tenemos:

entonces la nueva restriccion asume la siguiente formas:
200 + T9g — x5 =2 = —2x1 — Xy + x5 = —2 x5 >0

donde x5 es una variable artificial y tenemos que usar una funcién objetivo de fase I de la
siguiente forma:

min T, = Ts

Ambeas filas, la de la funcién objetivo de fase I y la nueva ecuacion, pueden ser colocadas en
el cuadro simplex 6ptimo del problema original para preparar el cuadro en la forma adecuada
y después iniciar el proceso primal simplex de 2 fases.

Los nuevos valores 6ptimos son los siguientes:

ry = 0 _
{ oy = 2 = z(z) = —6
El lector esta invitado a resolver nuevamente este problema de forma mas eficiente.

Los cuadros simplex encontrados son los siguientes:



Cuadro simplex del ejemplo 8.

Lo Xy T2 T3 Ty Ts RHS

z 0 0 0 —g —% 0 —% Hacemos cero los coeficientes
de la tdltima restriccion

w010 00 o -1y Srspodousals
y después la fila z,

1 o 1 0 3 -3 0 3

T o 0o 1 3 3 0 %

Ts5 0o -2 -1 0 0 1 =2

z o 0 o0 -2 -2 o %

To 1 0o o0 32 -3 o0 £

1 0o 1 0 @ -1 0 % = Primal simplex

9 o 0o 1 3 3 0 %

5 o o0 o 3 -3 1 %

z o 2 0 0 -2 o0 -12

To 1 -5 0 o 35 0 2

T3 o 2 0o 1 -5 0 2

T 0o -3 1 0 5 0 4

5 0o -2 0 0 @ 12

2 o -5 o0 o0 o0 3 -6

To 1 o o0 o o0 -1 0

x3 0 1 0 1 0 1 4 —> Cuadro 6ptimo

T2 0 2 1 0 0o -1 2

Ty 0 -5 0 0 1 2 4




Ejemplo 11: En el ejemplo 2, considere que el costo de la variable x5 varia de ¢, = 2 para
0’2 = 1, entonces el cuadro 6ptimo varia ?

Como x5 es variable no basica en ese cuadro, entonces:
Cy=29—C=(m—c)+(ca—cy)=-3+(2-1)=-2<0

z . .7 ., _! ’
Légicamente, también podemos usar la relacion: ¢, = was — ¢,

_r . , . s ,
Como ¢, = —2 < 0 entonces el cuadro continua éptimo y la solucién no varia.

Ejemplo 12: En el ejemplo 2, considere que el costo de la variable x5 se cambia de ¢y = 2
para c; = —2. En esta condiciones el cuadro 6ptimo varia ?

G=m—G=(n—c)+t(e—0c)=-3+2-(-2)=-3+4=70,=1>0
Entonces el cuadro ya no es 6ptimo y x5 debe entrar en la base.

La columna de x5 ya estd actualizada en el cuadro, por lo tanto no requiere ser actualizada.
Entonces entramos en el cuadro con los valores de x5 actualizados:

z T To T3 T4 RHS
4 1 0 1 -1 0 —6

Zy 0 1 1 1 0 6

Ty 0 0@1 1 14

S0 0 4y
0 1 0 2 -3 3
2 0 0 1 3 i =

Observacion:
’ — _!

En el cuadro varia solamente el valor de ¢, para ¢,.

Ty — 3

Nueva solucién: = z(zr) = —=£.
Ty = &
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Figura 8.8: Grafica del ejemplo 12.

Ejemplo 13: En el ejemplo 1, considere que la variable x5 que es una variable béasica cambia
de costo de ¢; = —3 para 0'2 = —2, en estas condiciones el cuadro continta éptimo ?

Como x5 es variable basica entonces se recalculan todos los ¢;.

z;— ¢ = (25— ¢;) + (Cp, — CBIYy Vj # 2=y

!

(cp, —cB)=—-2-(=3) =1

Ell =< ,1 —¢; =0+ 1(0) = 0 (era esperado porque es variable bésica)
Gy = 2y — ¢3 = 0 (era esperado porque es variable basica)

= =—2+1(1)=-1

G=f—a=—3+1() =

., . ! !
En este caso también podemos usar la relacion: ¢y = wN — cy
_I . ’ 7’ .
Como todos los ¢; < 0 = 0 entonces el cuadro continda 6ptimo .

Sin embargo la funcién objetivo varia asi:



La funcién objetivo también se puede calcular de la siguiente manera:

=uv=[ -3 ][5 ]=-%

Ejemplo 14: En el ejemplo 1 el costo de la variable z, varia de ¢ = -3 para ¢ = 2y, por lo
tanto, el cuadro continia 6ptimo 7

Como x5 es variable basica recalculamos todos los Z; — ¢;, coeficientes de costos relativos y
la funcion objetivo.

Zj— ¢ =(z—¢) +(cg —c)yy Vi #2

(e —cn) =2~ (~3) =5
2, — ¢ =0+5(0) =
Zé—03:—§+5%20
Zy—c=—2+5=1

! ! , ’ .
Como z, — ¢4 =¢, = 1 > 0 entonces el cuadro ya no es mds 6ptimo.

[SUI

z:éﬁ:[—12] y =8=7=28

3

Procedemos a la optimizacion del cuadro simplex.

o0 1 0 3 -3 3

2 0 0 1 3 () o

1 0 1 1 1 0 6

Ty 0 0 3 1 1 14

La nueva solucién es: {z; =6 = z(x) = —6}

La figura 8.9 muestra la grafica de este problema.
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Figura 8.9: Grafica del ejemplo 14.

Ejemplo 15: En el ejemplo 1, considere que by = 8 cambia para b’2 = 6. Qué ocurre con el
cuadro 6ptimo 7
2 _1
! , 3 3

6 4 > (0 Entonces el cuadro continia 6ptimo.

W=

1
3

Sin embargo la solucién éptima cambia: Z = cgB b = CBB’ = [ -1 -3 ] l i ] =-14

Asi la nueva solucién es: { = z(z) =—-14

To = 4
La figura 8.10 muestra la grafica de este problema.

Ejemplo 16: En el ejemplo 1, considere que b, = 8 cambia para b; = 15. Qué ocurre con el
cuadro 6ptimo 7

Se debe calcular:

2 _1

o Ly 3 3 6 -1 e

b =B b= 1= 7 que no es 6ptimo
1 1
3 3
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Figura 8.10: Grafica del ejemplo 15.
Como b, = —1 < 0 entonces el cuadro ya no es éptimo porque se pérdi6 la factibilidad. Se

debe entonces reoptimizar empleando el método dual simplex.

1'1:0

2y = 6 — z(zx) = —18

()ptimo: {

La figura 8.11 muestra la grafica de este problema.

z Ty X2 X3 Tsa RHS
z 1 0 0 -3 —3 —20

171010%@—1

0 0 1 3 5 7

. 0 -3 0 =2 1 3

T2 0 1 1 1 0 6
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Figura 8.11: Grafica del ejemplo 16.

Ejemplo 17: En el ejemplo 2, el coeficiente ag, = 2 cambia para ay, = 4. Qué ocurre con el
cuadro 6ptimo 7

Como x5 es una variable no basica se verifica su coeficiente de costo relativo.

1
4

’

G- =way— =] -1 0][ ]—(2):—3<0

! . ’ . ’ . .z ’
Como z, — c; = —3 < 0 entonces el cuadro continta siendo 6ptimo y la solucién no varia.

Ejemplo 18: Para el ejemplo 2, los coeficientes de x5 varian de ay = [ ; ] para [ _2 ]

Verificar como queda el nuevo 6ptimo.
Verificamos el costo relativo de zs:

Zé—CQZU)CL;—CQZI:—l 0}[;3]—(2):1>0

Entonces xo debe entrar en la base:

e
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Figura 8.12: Grafica del ejemplo 18.

Procedemos a reoptimizar el cuadro simplex:

z T o T3 T4 RHS

1 0 1 =3 1 0 6

Ty 0 0@1 1 14

0 1 0 2 3 21

N
—_
)
)

|
N|w
|
N[
|

—_

w

0 0 1 5 5 7

Fue encontrada la solucion éptima.

1‘1:27

2y =7 = z(r) = —13

Nueva solucion: {

La figura 8.12 muestra la grafica de este problema.

P . . . ., ’
El lector esta invitado a verificar que cuando se lleva a cabo una variacién para a, = l

entonces el problema se torna ilimitado.



Ejemplo 19: Considere el ejemplo 1, ahora el coeficiente ay; = -1 cambia a a5, = 1. Qué
ocurre con el cuadro 6ptimo ?

. . ’ . . . s .
Consideremos una variable z;, cuya columna es actualizada para pivotar la variable basica
Xy.

!

— _ ! _ 5 2
€L =2 —C =wWa; —C = -3 T3

Calculamos la columna actualizada de )

2 _1 1

373 1 3
/_ 711_ o
y=B"a = 11~

1 1 2

33 3

Existe un pivot diferente de cero entre x’l y 1. Entonces realizamos pivotaje para ver como
queda la factibilidad y la optimalidad del nuevo cuadro.

N
—_
jas)
(@)

|
wlot
|
win
|
W >
|
w|&

0 1 0 3 -

W=
W~

0 0 1 5 5 5 %
z 1 o 1 -2 0 -10
z; 0 0 <:> -1 1 4
Ty 0 1 -1 1 0 2
z 1 0 0 -3 -3 —12
3 0 . 0 1 —% % 2
0 - 1 0 5 3 4

. . !
En el primer cuadro fue pivotado z; con x; para obtener la base “verdadera”.

En el segundo cuadro se obtuvo un cuadro que es primal factible (primal simplex), o sea
fue preservada la factibilidad y reoptimizamos el problema usando el método primal simplex.
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Figura 8.13: Grafica del ejemplo 19.

En el tercer cuadro se obtuvo el éptimo.

.CC1:O

oy — 4 = z(z) = —12

Nuevo 6ptimo {

La figura 8.13 muestra la grafica de este problema.

Ejemplo 20: En el ejemplo 1, ahora el coeficiente ap; = -1 cambia para a'21 = -2. Que ocurre
con el cuadro 6ptimo 7

. ;. . . ’ .
Como z; es una variable basica consideremos la variable z; para pivotar ;.

. ’ !
Actualizamos los pardmetros de z:

1 ’ 1 2
mw-a- (1 41 4]0 -2
2 1 1
, , 3 3 1 3
= B7lq, = =
= . 11 [—2] 1
3 3 3

. ’
Pivotamos: z; y x1:



2
A Nuevo

6 optimo
TR - .
‘4.‘:‘;‘ 7 e Antiguo
A optimo
=
(57
/"
4.
2

2 4 6 8 X1
c

S0 0 o33 oy
w010 3 ()
w0 0 1 3 3
z 1 0 -2 —3 0 -16
z, 0 o 3 -1 1 1
xg()-l%i()’é

Se puede observar que en el cuadro nimero 2 preserva la factibilidad y la optimalidad y,
por lo tanto, el nuevo cuadro es éptimo.

’
.’L‘1:1

ry =5 = z(z) = —16

Nueva solucion éptima: {

La figura 8.14 muestra la grafica de este problema.



. . . . ’
Ejemplo 21: En el ejemplo 1, considere ahora que ag; = -1 cambia para aq, = %.
Que ocurre con el cuadro éptimo.

. ;. . . ! .
Como z; es una variable bdsica, consideremos la variable z; para pivotar x;.

. ’
Actualizamos los valores de x;:

- 4 _ 5 2 1 . 26
cl—wal—cl—[—g —g][§]—(—l) 15 0
5
2 1 2
, L 3 3 1 15
Yy, = B a, = =
11 8 13
3 3 5 15
. ’
Ahora se pivota z; con z.
!
z Ty X r3 Ty g RHS
5 2 26 46
“ 1 0 0 3 3 15 3

w0 1 0 2 -

W=
[SUITN

B0 0 1 3 3 [ 3
z 1 0o 7 =5 0 2

zp 0 0 5 —5 1 10
Tz 0 1 -4 2 0 -4

El cuadro perdio la factibilidad y la optimalidad.

Se procede con el dual-simplex incorporando la restriccion x3 + x4 < M para montar un
cuadro que cumpla con la optimalidad



z Ta T3 Ty T To RHS

z 1 0 7 =5 0 0 2
o 0 0 @ 10 1 M
& 0 0 5 =2 1 0 10
Ty 0 1 -4 3 0 0 —4
z 1 0 0 -12 0 -7 2 —TM
s 0 0 1 1 0 1 M
&, 0 0 0 -2 1 @ 10 — 5M
0 1 0 ¥ 0 4 —4+4M
z 1 0 0 -3 -I o0 ~12
zz 0 0 1 -3 & 0 2
2 0 0 0 3 -5 1 —24+ M
L 0 1 0 3 £ 0 4

Nueva solucién 6ptima: {zy =4 = z(x) = —12}

Es importante verificar que en el método dual simplex empleado, esta metodologia inicial-
mente “recupera” la optimalidad continuando infactible y en el siguiente paso llega al nuevo
6ptimo (ver grafico de la figura 8.15).

Una alternativa a esta metodologia puede ser emplear el primal-simplex usando una simple
variable artificial x, y cuyos cuadros simplex son mostrados en una tabla separada.

£U2:4

g =2 = z(zr) = —12

Solucién 6ptima obtenida: {



Antiguo
6 opti n%o

Z X2 X3 Ta  x  To RHS
Zz 1 0 7 =5 0 0 2

&, 0 0 5 -3 1 0 10

2 0 1 0 3 3 -1 4

&0 0 1 —3 & 0 2




Ejemplo 22: Finalmente en el ejemplo 1, considere que as; = -1 cambia para a'21 = 2.

El cuadro continua 6ptimo 7

. ’ . . . !
x; es una variable basica entonces consideremos una nueva variable z:

_l_ ’ o 5

win

][;]—(—1):—3+1:—2<0

! ! 1 0
w1
1 1 ) _%

El nuevo cuadro queda asi:

W=

W=
W=

1 0 0 -3 -3 -2 =9

x 0 1 0 % _% 0 % —y;=0. ,No es posible
pivotar z; con 1z

L e

Entonces se debe considerar z; como variable artificial y proceder al proceso primal simplex
de 2 fases: x, = v; <= Fase L.

La figura 8.16 muestra el grafico de este problema.

.~ < Antiguo
optimo

Figura 8.16: Grafica del ejemplo 22.



z 1 0 0 o0 -2 -2 -2 %
T 0 1 -1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 3 -3 0 3
20 0 0 1 3 3 -3
¢ 1 0 0 0 -3 -3 -2 =%
T 0 1 0 0 3 —3 0 3
0 0 1 0 @ -5 0 3
20 0 0 1 3 3 -3 3
z 1 0 5 0 0 -3 -2 -12
% 0 1 -1 0 0 0 0 0
0 0 3 0 1 -5 0 2
& 0 0 -3 1 0 3 -—3 4

Nueva solucién 6ptima: {zy =4 = z(z) = —12



8.9 Ejercicios Resueltos:

1. Considere el siguiente cuadro 6ptimo de un problema de maximizacién con restricciones
del tipo <, siendo xg, x7, rg las variables de holgura.

a) Encontrar el valor de

Z Ty T9 Tz T4 Ty Te T rs RHS

0 0 1 0 2 1 -1 0 1/2 3

z3 000 0 1 -1 -2 5 =3/10 2 1

Recordemos que el problema debe tener la siguiente forma:

max z(r) = cx
s.a.
Ar+1x, =0
x>0, 2,>0

Los coeficientes de costo relativos de las variables de holgura x,, en cualquier cuadro
simplex, asume la siguiente forma:

Coa = CpB ' — Cpy = wl — 0 =w

Por lo tanto los valores de w para cada cuadro simplex se encuentran en la fila objetivo
debajo de las columnas de z,.

Solucién: Del cuadro: wy = 2, wy = 1/10, w3 = 2
0=csBb=wb=[2 1/10 2]b=[2 1/10 2|Bb

2/9 —4/27 4/27

12 15 -17°"

B=BY)"'=| -1 0 1/2| =/|20/3 80/9 10/9
5 —3/10 2

4/9  46/27 8/27

4/27
2
b=|3| = Bb=b=| 370/9
1

170/27



4/27
p=wb=[2 1/10 2 || 370/9 | =17

170/27

b) Ya que es alterado el 6ptimo si se adiciona una nueva variable z9 con ¢ = 5 y
ag = (2,0,3)".
Solucién:
C_gzwag—09:[2 % ] 0| —5
3

Co=10—-5=5

Como el problema es de maximizacion, el 6ptimo no es afectado.

¢) Cuanto puede variar b; sin afectar la factibilidad ?

4727+ Ay
Solucién: B~1b* >0 b* = | 370/9
170/27
12 1/5 —17[4/21+ 4, 2+ Ay /2
B '%h=| -1 0 1/2 370/9 =|3-A
5 —=3/10 2 170/27 1454,
-1/5<A; <3 Variacion permitida para no afectar la factibilidad.

d) Si se adiciona la restriccion x; — xo + 223 < 10 el nuevo cuadro es 6ptimo ? Si no,
halle el nuevo.

1'1:2, 1'2:3, .ZU3:1

2-34+2(1)=1<10
1< 10

El cuadro continua siendo éptimo.



2. Considere el siguiente PL donde x5, x4, 27 son las variables de holgura. xp = (x1, x3, x2)
es optima. Elabore el cuadro.

(

min —2x; —4xy — T3 — Ty
s.a
P Ty + 300+ x4 <8 : disponibilidad materia prima 1
211 + X9 <6 : disponibilidad materia prima 2
To +4xs+ x4 <6 : disponibilidad materia prima 3
Vj, el Z 0
Solucion:
a; a2 a3 a4 G5 Qag Ay
1 3 0o 1 1 0 0 8
A= 2 1 0O 0 O 1 0/; b=1]6
0 1 4 1 0 0 1 6
L o3 cp= [=2 —1 —d4]
B=|201];
0 4 1 ecy= [-1 0 0 0
-1/5 —6/10 0 1 100
B™'=| —1/10 —1/20 1/4 |; N=|0010
—-4/10 —=2/10 0 1 001

BTN —cy = =7/20 —11/10 —9/20 —1/4 |

cgB™'b=-13; B 'b=|1

2
Z |z w9 T3 T4 Ts T z7 | RHS
Zl1]0 0 O -7/20 -11/10 -9/20 -1/4| -13
z, 1011 0 O -1/5 -1/5  6/10 0 2
25|00 1 0 15/100 -1/10 1/20 -1/4| 1
2|01 0 0 1 4/10 4/10 -1/5 0 | 2

a) Una disponibilidad de materia prima puede ser alterada. Cuél materia prima debe ser

alterada y porqué ?



En el cuadro:

0z _ W 6z_ o Z__,,
by 10 7 8by 20 7 Obs

El recurso 1 provoca la mayor reduccién de la funcién objetivo (‘;—f mas negativo)

— variar el recurso by

b) Para qué intervalo de variacién de by, B continta siendo éptima ?

Cual es el éptimo si by = 207

Solucion:
-1/5 6/10 0 8+ Ay
B =| —-1/10 1/20 1/4 | | 6
4/10 —1/5 0 6
B =|1-A/10 | — A; < 10
(-5 < A < 10
Si b = 20 cudl es el 6ptimo 7
Solucion: Si by =20, Ay =12
El cuadro pierde factibilidad.
—2/5 —2/5
B'b=|-1/5|;Z=cgB'b=] -2 -1 —4]| -1/5 | =Z=-131/5
34/5 34/5
4 ry X3 T2 Ty X5 Te Tr RHS
Z 110 0 0 -7/20 -11/10 -9/20 -1/4|-131/5
<z |01 0 0 -1/5 -1/5 3/5 0 -2/5
z3[ 0] 0 1 0 15/100 -1/10 1/20 1/4 -1/5
|00 0 1 2/5 2/5 -1/5 0 34/5




Optimizamos usando Dual Simplex

Z X1 X3 X2 X4 X5 X6 X7 RHS
» [1 -7/74 0 0 0 -3/4 -3/2 -1/4]-51/2
X010 -5 0 0 1 1 -3 0 2
X, [0 3/4 1 0 0 -1/4 1/2 1/4| -1/2
X, |0 2 0 1 0 0 1 0 6
Z |1 -4 3 0 0 0 -3 -1 -24
X, |0 -2 4 0 1 0 -1 1 0
Xs[0 3 4 0 0 1 -2 -1 2
X,/0 2 0 1 0 0 1 0 6

El cuadro es 6ptimo y factible

Solucién:
z4a=0 2x23=0 25=2
Ty = i) 6 Te 0
T 0
Z¥=-24

¢) Si existe materia prima 1 adicional disponible cual es el valor méximo que pagaria por
ella 7 Porque 7

0z

z=w.b (5_b1:

wy

w; representa la variacion de la funcion objetivo por unidad del recurso b;. En relacién al

ejemplo, wy; = —% representa la variacion de la funcién objetivo por unidad de aumento

del recurso b;. Asi, el méaximo valor que se puede pagar por unidad de materia prima 1
. 11

es igual a 15 $/Kg.

3. Considerese el siguiente problema de la dieta:

( min 50x; + 100z, + 51x3 ($/kg)

s.a.
102y + 29 4+ 923 > 5 U. nutriente A
10x7 + 10x5 4+ 1023 > 50 U. nutriente B
10xy + 11z9 + 11z3 > 10 U. nutriente C
L > 0 ; Vj

PL

\

donde: zx; : kg de verdura; x5 : kg de papa; 3 : kg de maiz



Si x4, 5, Te son variables de holgura, entonces (x4, 21, 26) s una base 6ptima. Construya
el cuadro.

ai a3 as Q4 as ag
0w 1 9 -1 0 0 5
A=|10 10 10 0 -1 0/; b= | 50
0 11 11 0 0 -1 10
a4 aq ag
-1 0 cg= [0 50 0
B=| 0 1001 ey = [100 51 0]
0 10 -1 N
[ —1 1 0 1 9 0
Bl'=1] 0 1/10 0|; N=|10 10 -1
0 1 ~1 11 11 0
9 1 -1
B'N=| 1 1 —1/10 |; cpB'N —cy = =50 -1 —5
-1 -1 —1
45
cgB™'b = 250; B7'h=| 6
40
zZ T4 T1 T To T3 zs | RHS
2 |1 0 0 0 -50 -1 5| 250
x| 0 1 0 0 9 1 1| 45
x5 | 0 0O 1 0 1 1 -1/10 5
z9 | 0 0 0 1 -1 -1 1| 40

a) Encontrar las soluciones éptimas dual y primal asociadas a este problema.

Como el 6ptimo es finito: z(z) = v(w) = 250

1
w=cpB = w=[050 0]| 0 & 0| = w=[0 500
1



Recordando que en este caso w estd en el cuadro con signo cambiado.

Solucién: se debe usar 5 kg de verduras con valor de $ 250 para la dieta.

b) Un nuevo producto: leche estd disponible, contiene 0, 10 y 20 unidades de vitamina
A,Cy Dy cuesta 40 $/1t. Debe incluirse la leche en la dieta ? Cudl serd el mayor valor
que se puede pagar para incluirla en la dieta ?

Leche: Variable 7.
0

a:wm—mf=[05 0}]0 — 40 =10
20

El cuadro ya no es 6ptimo, lo que indica que se puede optimizar y mejorar la funcion
objetivo.

= Se recomienda incluirla en la dieta.

Para incluir la leche se puede pagar hasta 50 $/1t ya que a partir de alli el cuadro con-
tinuaria siendo 6ptimo y el producto no es atractivo porque no disminuye el precio de la
dieta. Asi tenemos:

0
@:wm—@:[0502]ﬁm —e;=0 = ¢ =50
20

¢) En el cuadro original, la recomendacién de RMD de vitamina es:

Vitamina A > 5
Vitamina C > 50+ 10«
Vitamina D > 10+ 15a;a >0

Que valor de « permite que (x4, 21, xg) siga siendo ptima ?

B~ >0

-1 1 0 5
B b = 0 1/10 0 50+ 10 | >0
0o 1 -1 10 + 15«

45 + 10«
b=|5+a >0 = [—45§ a < 8
40 — b«



Cual es la solucién éptima si a=a+1
@: limite superior de « para factibilidad.
=a=2_

a=a+1=8+1=9

Nuevo cuadro:

Z Ty T1 Tg Tog I3 x5 | RHS
11 0 0 0 -50 -1 -5 700
|0 1 0 0 9 1 -1 135
z, 10 0 1 0 1 1 -1/10 14
<=z5/0 0 0 1 -1 -1 -1 -5
z |1 0 0 -1 -499 0 -4 |1 705
4|0 1 0 1 & 0 =21 130
z |0 0 1 1 0O O -1 9
2310 0 0 -1 1 1 1 5)
El cuadro es reoptimizado usando Dual Simplex.
Para o« = @ + 1 la solucién es:
Xi=9 X, =130
Xo=0 Xs=0 = 7" =$705

X3:5 X6:0




CAPITULO 9

METODO SIMPLEX CON VARIABLES
CANALIZADAS

9.1 Introducciéon

Sea el PL:
min z(x) = cx
s.a.
Ay — (9.1)
[<x<u

Donde el tamano de la matriz A es : A,,xn

La manera mas simple, sin embargo la que exige mds trabajo para resolver (9.1) es considerar
las restricciones sobre las variables x como si fuesen restricciones tradicionales e incluirlas en
la matriz A, como se muestra a continuacion:

r+x=u
T — Ty =1

Sin embargo, el niimero de restricciones pasa de m a m + 2n y el nimero de variables pasa
de n a 3n.

Ademis de lo anterior se puede transformar el problema para & = 2 — [ y asi resolver el
problema transformado: © =z + 1

min z(z) = cx' +cl min z(z) = cx
s.a. s.a.
A +Al=b Ar' =b— Al 9.2
0<z <u-—1 0<a <u-—1
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Resolver (9.2) implica una disminucién del tamafio del problema, a pesar de esto el problema
continua siendo grande.

Por lo tanto, la manera maés eficiente de resolver (9.1) es tener en cuenta las restricciones
canalizadas solamente en forma implicita, esto es, el tamano de la base es determinado por el
rank (A). Por lo tanto, las restricciones sobre las variables | < x < u son consideradas en forma
implicita, de manera parecida como son llevadas en cuenta las restricciones de no negatividad
{z > 0} en el simplex tradicional.

Sea T una SBF de (9.1) con base B, entonces:

A= [ B N, N, } En este caso el tamanode B — B,,«m

TB
r = TN,y ) Cc = [ CB CN; CnN,
J?NZ

zn, = Iy, = variables que estdn en su L.I.

Ty, = Uy, = variables que estdn en su L.S.

Entonces del conjunto de restricciones principales del problema tenemos:
Ar=b <& B.’IiB+N1.'IZN1+N2.'IfN2:b
g = B0 — B™'Niay, — B™'Nyay, (9.3)

Z=Cr =cCpTp+ CN, TN, + CN, TN, (9.4)
Reemplazando (9.3) en (9.4):

Z =Cp [B_lb — B_lj\/vl.'L‘N1 — B_1N2$N2] + CN, TN,y + CN>, T Ny

z(x) =cgB b+ [CN1 — cBB’lNl} Ty, + [CN2 —cgB 'Ny| zy, (9.5)

Las relaciones (9.3) y (9.5) permiten construir el cuadro simplex:



z B TNy TN, RHS

Z 1 0 CBBilNl - CN,y CBBilNQ — CN,

|

x| 0 I B~'N, B™'N, b

Donde:
b=B"'b— B'Nily, — B~ Nyuy,
zZ = CBB_lb + [CN1 — CBB_INl] lNl + [CN2 — CBB_1N2] UN,

De (9.5), se puede observar que la funcién objetivo asume la siguiente forma:
-1
z=cgB b= Y (7 — ¢z — Y (2 — ¢j)z; (9.6)
JER1 JER>
Donde:
Ry = conjunto de indices de las variables no bésicas que estan en su L.I.
Ry = conjunto de indices de las variables no bésicas que estan en su L.S.
Como mejorar el valor actual de la funcién objetivo ? Analizamos el problema de mini-
mizacion.

Es posible mejorar el valor de z(z) si:

e Jalgin (2; — ¢;) > 0 para j € Ry, o si
e Jalgin (z; —¢;) <0 para j € Ry
Asi, es posible mejorar el valor actual de z, incrementando el valor actual de una variable

no bésica que se encuentra en su limite inferior (L.I.) con (z; —¢;) > 0, o disminuyendo el valor
actual de una variable no bésica que estd en su limite superior (L.S.) con (z; —¢;) <0

Por lo tanto:

(Zj—Cj)SO \V/jERl
si¢y (9.7)
(Zj—Cj)ZO VjGRQ

No es posible mejorar z y esta situacién identifica una solucién 6ptima.



Si la SBF actual no es 6ptima, entonces se puede seleccionar una variable no basica para
entrar en la base. El criterio usual es el de seleccionar la variable x; determinada por la relacion:

k= max{(z; —¢j) 1 j € Ri;—(2j —¢j) : j € Ry} (9.8)

Definida la variable candidata a entrar en la base, esa variable x; puede ser :

e Una variable no bdsica que estd en su limite inferior (L.I.)

e Una variable no bésica que estd en su limite superior (L.S.)
Analizamos los dos casos separadamente:

1. Una variable no basica en su L.I. es candidata a entrar en la base:
Sea xy esa variable: k € Ry = (2 —¢x) > 0

Al cambiar el valor de xj, lentamente puede ocurrir primero que:

e Una variable basica llegue a su L.S.
e Una variable basica llegue a su L.I.

e La propia variable no bésica x llegue a su L.S.

Sea Ay el maximo incremento posible para xy, entonces: x, =, + Ar donde A >0
De (9.3) se obtiene:

v =B 'b— B Ny, — B 'Nywy,

v =B — BN, | Iy + Ay | — B~ Nyuy,

=B — B NIy, + | Ay )| = B Nouy,

rp =B — B'Nily, — B~ Nouy, — B~ ap A



Haciendo b = B~'b — B™'N,ly, — B"'*Nyuy, tenemos:

rp = B — ykAk (99)

De (9.5) se obtiene que:

z=cgB 0 — Y (z—cj)lj — Y (25— ¢j)uj — (2 — cx) A

JERy JER>

Haciendo Z = cg B *b — > (27 — ¢;)lj — > (2j — ¢;)u; tenemos:
JER: JER2

2=z — (Zk - Ck)Ak (910)

Las relaciones (9.9) y (9.10) representan los nuevos valores de las variables basicas y de la
funcién objetivo, para una variaciéon Ay de la variable no basica x; que esta en su limite
inferior.

Las variables bésicas xp, varian de la siguiente forma:

Analizamos los 3 tipos de casos que pueden suceder con los valores de las variables bésicas
cuando z;, aumenta de valor.

La variable basica puede llegar a su limite inferior: y;; > 0

De (9.11) una variable bésica xp, puede llegar a su L.I. si y;; > 0. En este caso el valor
de Ay que lleva x5, a su L.I. es determinado por:

Ay = bi—lp,
lBi = Bl — YAy = e (912)
Yik > 0
La variable basica puede llegar a su limite superior: y;; <0
up, = bi — YA, = o (9.13)
Yir <0

La propia variable no basica z; puede llegar a su limite superior:

Ak = Uk — lk (914)



Asi, la maxima variacién de Ay para xp es obtenida de la siguiente relacién:

ug, — b;
g >0, 2
Yik —Yik

Ay =

min {Ez —lp,

i=1,m yie <05 (uk — i) 5 oo} (9.15)

Si Ay = oo entonces el problema es ilimitado.

Si A, = finito, entonces de (9.15) existen 3 alternativas posibles:

e La variable basica llega a su L.I.: Existe cambio de base.

Sea r la linea de la variable basica seleccionada para salir de la base: La linea pivot
del cuadro simplex es pivotada con y,; como elemento pivot.

Sin embargo, la columna independiente es actualizada separadamente empleando
(9.9) y (9.10), excepto para g, :

Trp, = b; — YikAp @ F T

2=7Z— (2 — cp)Ag

Donde Ay es obtenido de (9.12). La variable xp, sale de la base y se transforma en
no basica en su LI, r € R;.

e Variable bésica llega a su L.S.: Existe cambio de base.

Sea r la linea pivot de la variable basica xp, seleccionada para salir de la base. El
cuadro simplex es pivotado empleando y,, < 0 como elemento pivot. Sin embargo,
la columna independiente no participa del pivotaje y debe ser actualizada separada-
mente empleando (9.9) y (9.10):

wp, = b — Yyl i £ T
rp, = lk + Ak — Tk (917)

2=z — (Zk - Ck)Ak

Donde Ay es obtenido de (9.13). La variable xp, sale de la base y se transforma en
no basica en su LS, r € R,.

e La propia variable no basica xz; llega a su L.S.: No existe cambio de base.

La base no cambia y no existe pivotaje. Sin embargo, la columna independiente
debe ser actualizada empleando (9.9) y (9.10):



T = up =l + A\

2=z — (Zk - Ck)Ak

2. Una variable no basica en su L.S. es candidata a entrar en la base.

Sea xj esa variable: k € Ry = (2 —¢x) <0

Al cambiar el valor de z lentamente, puede ocurrir lo siguiente:

e Una variable basica llega a su L.S.
e Una variable bésica llega a su L.I.

e La propia variable no bésica z llega a su L.I.

Sea A la maxima disminucion posible de x;, Ax > 0, a partir de su limite superior:
T = up — Ap
De (9.3) se obtiene:
v =B ' — B 'Nily, — B 'Nyuy, + B tai A,

Haciendo b = B~'b — B~'Nyly, — B"'*Nyuy, tenemos:

rp = b+ yp Ay (9.19)

De (9.5) se obtiene:

2 = CBB_lb — Z (Zj — Cj)lj — Z (Zj — Cj)Uj + (Zk — Ck)Ak

JER JER2
Haciendo:
Z=cgB b — Z (2j — ¢l — Z (25 — ¢j)u;
JER; JER:
tenemos:
2 =72+ (zk — Ck)Ak (920)

Las relaciones (9.19) y (9.20) representan los nuevos valores de las variables basicas y de

la funcién objetivo para una variacion de Ay de la variable no béasica xp que estd en su
L.S.



De (9.19) una variable bésica xp, asume la siguiente forma:

Analizamos los 3 tipos de variacién de las variables basicas cuando la variable no basica
x, disminuye de valor:

Variable basica puede llegar a su limite inferior: y;; < 0.

De (9.21) zp, llega a su limite inferior si y;; < 0 y en este caso :

A, = bi—lp,
Yir <0

La variable basica puede llegar a su limite superior: y;, > 0

De (9.21) se obtiene que:
Ak — uB; *Ei

up, = b + YAy = " (9.23)

Yik > 0

La propia variable no basica z; puede llegar a su limite inferior:

Asi, la maxima variacién de A, permitida para z; es obtenida de la siguiente relacion:

ug, — b;
Dy <05
—Yik Yik

Ay =

' b; — g
; Zulnm { Bi sy >0 (up — lg) ; oo} (9.25)

Si Ap = oo entonces el problema, es ilimitado.

Si A = finito, entonces de (9.25) existen 3 alternativas posibles:

e La variable bésica llega a su L.I.: Existe cambio de base.
Sea r la linea pivot. El cuadro simplex es pivotado empleando ¥, < 0 como pivot.

Sin embargo, la columna independiente no es pivotada de la forma tradicional y debe
ser actualizada empleando (9.19) y (9.20):



rp, = U — Ak — Tk
Z=Z+ (Zk - Ck)Ak

e Variable bésica llega a su L.S.: Existe cambio de base.

Sea r la linea pivot, el cuadro simplex es pivotado empleando 4, > 0 como pivot. Sin

embargo, la columna independiente debe ser actualizada separadamente empleando
(9.19) y (9.20):

xBT:uk—Ak — Tk

2 =7+ (Zk — Ck)Ak
e La propia variable no bésica z; llega a su L.I.: No existe cambio de base.

La base no cambia y no existe pivotaje. La columna independiente debe ser actuali-
zada empleando (9.19) y (9.20):

Tp = U — Ak = lk
Tp, = Ez +yaldy VY (928)

2 =7+ (Zk — Ck)Ak

9.2 Algoritmo Primal Simplex Canalizado

La teorfa presentada anteriormente puede ser sistematizada en un algoritmo (primal) simplex
canalizado. Este algoritmo es resumido en la siguiente forma:

Algoritmo (primal) simplex canalizado:

Paso inicial:

Encontrar una SBF inicial (empleando variables artificiales si fuese necesario). Obtener:

zZ = CBBilb + [CN1 — CBBilNl]lNl + [CN2 — CBBil]\fg]uN2

b= B"'b— B™'Nily, — B~ Nouy,



Si no existe una SBF evidente entrar en un proceso de fase I del primal simplex canalizado.

El cuadro inicial tiene la siguiente forma:

z Ip TNy TNy RHS
Z 1 0 CBBlel — CN, CBBilNZ — CN, Z
Ip 0 I B_lNl B_1N2 E

Paso principal:

1. Verificar optimalidad:

Si(zj—¢))<0V;€R y (2—¢;) >0 V; € Ry = pare = solucién ptima.

En caso contrario seleccionar la variable no béasica z;, como candidata a entrar en la base
usando (9.29). Sea xj esa variable:

Si k€ Ry va para el paso 2
Si k€ Ry va para el paso 3

2. Una variable no basica x;, que esta en su LI es candidata a entrar en la base:

Encontrar Ay usando (9.30). Si Ay — oo stop porque el problema es ilimitado.

En caso contrario verificar si existe cambio de base con la variable zp, saliendo de la base
o puede suceder que xj simplemente pasa a su LS.

e Si existe cambio de base, implementar pivotaje del cuadro simplex excepto la columna
RHS que debe ser actualizada separadamente usando (9.31). Actualizar Ry y R».

e Sino existe cambio de base, entonces no es necesario implementar pivotaje del cuadro

simplex mas debemos actualizar la columna RHS usando (9.32). Actualizar Ry y
R,.

Volver al paso (1).

3. Una variable no basica z, que esta en su LS es candidata a entrar en la base:

Encontrar Ay usando (9.33). Si Ay — oo pare porque el problema es ilimitado.

En caso contrario verificar si existe cambio de base con la variable zp, saliendo de la base
o puede suceder que x; simplemente pasa a su LI.



e Si existe cambio de base, implementar pivotaje del cuadro simplex excepto la columna
RHS que debe ser actualizada separadamente usando (9.34). Actualizar Ry y R».

e Sino existe cambio de base, entonces no es necesario implementar pivotaje del cuadro
simplex excepto la columna RHS que debe ser actualizada usando (9.35). Actualizar
R1 y RQ.

Volver al paso (1).

vy = mar{(z; —¢;): jE€R;; —(zj—c¢j): j€E Ry} (9.29)
_min by — U, ) . U — b; ) ) )
Ak = = 17m { ik DYk > 0; i DYk < 0; (Uk — lk) ; OO} (930)
Tp, =bi — Ykl P FET
rp, =l + Ap <1y (931)
2 =7 — (2 — cx) Ay
Tp = Uk = I + Ay
2=7— (2p — k) Ay
min bi — g, . . UuB — b ) . .
Ak = = l,m { e DYk < 0 ; ik D Yik > 0 ; (uk — lk) ; OO} (933)

rp, = Ug — Ay

Z=7Z+ (Zk - Ck)Ak

T — U — Ak == lk
rp, = b +yale Vi (9.35)
Z=7Z+ (Zk - Ck)Ak

Ejemplo 1: Resolver el siguiente ejemplo:

min z(x) = —2x; —4xy — T3
s.a.
2[L‘1+[L‘2+.’173§10
.’171+ZL'2—ZL‘3§4
0§ZL‘1§4
OS.TQSG
1§$3§4



Adicionando las variables de holgura tenemos el siguiente PL:

min z(x) = —2x; —4xy — a3
S.a.

2.’171+.Z‘2+.’I?3+.Z‘4:10
.Z‘1+.'172—.Z'3+.'L‘5:4
0<2 <4

OS.TQSG

1<z3<4
0< 2y <0
0< a5 <0

Una base inicial es formada por xp = (z4,25) y 25 = (21,22, 23) con todas las variables no
béasicas en su LI. Verificamos la factibilidad de ese cuadro:

Con funcién objetivo z = -2(0) - 4 (0) - (1) =-1
Como B = I = B! el cuadro inicial se monta de forma trivial.

Los principales pasos del proceso iterativo son los siguientes:

1. x5 es candidata a entrar a la base porque tiene el mayor coeficiente de costo relativo.

R, ={1,2,3}
2. Usando (9.30) identificamos la variable que debe salir de la base:
Ay = min {@; @; (6 —0);00 } =5 — x5 debe salir de la base y pasar a su LI

Pivotamos el cuadro y actualizamos la columna RHS usando (9.31) de la siguiente forma:
9 =0+5=5

ry=9—-(1)(5) =4

z=-1-(4)(5) =-21

Ry ={1,3,5} Ry=¢

1. x3 es el Unico candidato a entrar a la base.

2. Usando (9.30) identificamos la variable que debe salir de la base:

As = min{@; Eﬁ(j)); (4—-1);00 } = 1 = x5 debe salir de la base y pasar a su LS.

Pivotamos el cuadro y actualizamos la columna RHS usando (9.31) de la siguiente forma:

g3 =1+1=2



2y =4-2(1)=2
7z =-21- (5)(1) = -26
Ry ={1,5} R,={2}

. x1 es el candidato a entrar a la base.

. Usando (9.30) identificamos la variable que debe salir de la base:

A = mm{@; £4(121)); (4-0);00 } = % = x4 debe salir de la base y pasar a su LI.
Pivotamos el cuadro y actualizamos la columna RHS usando (9.31) de la siguiente forma:

2

x120+%:
z=-26-3 (%) =-28

El cuadro es 6ptimo.

o @l

8
3

Cuadro simplex canalizado

z T1 Ty X3 T4 Ts RHS

z 1 2 4 1 0 o0 -1 Ry ={1,2,3}
gy 0 2 1 1 1 0 9 Ry=¢

r5 0 1 @ -1 0 1 5

z 1 -2 0 5 0 —4 =21 R, =1{1,3,5}
4 0 1 0 2 1 -1 4 Ry=¢
20 1 1 @ 0o 1 5

z 1 3 5 0 0 1 -26 Ry = {1,5}

x40@20112 Ry = {2}

rz3 0 -1 -1 1 0o -1 2

z 1 0 3 0 -1 0 -28 Ry = {4,5}
nooo1 ¢ o0 41 Ry = {2)

T3 0

jas)
|
Wl
[y
W=
|
win
wloo




Solucién éptima obtenida en el cuadro anterior:

ry =
T9 =
I3 =

wlo O wlN

Ejemplo 2 Resolver el siguiente ejemplo:

min z(x)
s.a.

= z(z)" = —28

= 61 + 224

ZL‘1+.’L‘224
T — 229 <0
Ty > 2
To > 1

Figura 9.1: Grafica del ejemplo 2.

El computo de restricciones asume la siguiente forma:

.’L’1+l‘2—.’L’3:4
.771—2.’172+!L‘4ZO
2< 1 <00
1 <2y <0
0< 23 <0
0< x4 <0

X1

Y



Siendo las variables definidas en los siguientes intervalos:

rT1 €| 2, o> ;5 wye|1l, co>; wx3€e |0, 00> ; x4€[0, oo >

No existe una base evidente por que no tenemos una base B = I evidente y, mismo en ese
caso, debemos todavia garantizar de que todas las variables basicas son > 0. Por lo tanto
vamos a escoger una base artificial B = I y debemos colocar las variables no bésicas en sus
limites inferiores y superiores de manera que todas las variables basicas sean > 0. Por lo tanto,
procedemos de la siguiente forma:

1. Colocamos todas las variables originales en su limite inferior.

2. Calculamos los valores de la columna independiente RHS: b = b — A%
s[4 [r 1 1o
10 1 -2 01

3. Todos los elementos de b son > 0. (que viabiliza una base artificial).

O O =N
I
—
O =
—_
|
—
o W
—_
I
—
O =
—_

4. Colocamos las variables artificiales x5 y xg para formar la base artificial inicial.

min z(x) = 6z + 2xs
s.a.
$1+£U2—£U3+375:4
331—2:U2+3?4+£U6:O
Ty > 2
T Z 1
T3, Tq, Ts, Te > 0

Fase I: min z, = x5 + x¢

Implementacion del cuadro inicial: Ry = {1,2,3,4}; Ry =0

l%] 2 cB:[o 0] cN:[6200]
B = ; TN =

e ii cp=[11] ¢y=[000 0]
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Z=0-]-6 -2 0 0] — 14

S O =N

Ahora es posible implementar el cuadro inicial y emplear el algoritmo simplex canalizado.

1. z; es candidata a entrar en la base. z; esta en su L.I.

2. A = min {%; %; oQ0; oo} =0 = x¢ Sale de la base y pasa a su L.I.

Pivotar el cuadro y actualizar la columna RHS usando (9.31):

T =L +A =2+0=2
w5 =1-1(0) =1
z=14—(—16)(0) = 14
T,=1-2(0)=1

Ry ={2,3,4,6} Ry=¢

1. x5 es candidata a entrar en la base. x5 esta en su L.IL



2. Ay = min {13;0; f‘(’:g); (0o —1); oo} = % — x5 Sale de la base y pasa a su L.I.

Pivotar el cuadro y actualizar la columna RHS usando (9.31):

T, =1-3(3) = 0= Fin de la Fase I
R1 == {3,4,5,6} R2 :QS

1. Inicio de la Fase II. x4 es candidata a entrar en la base. Ry = {3,4} Ry = ¢.

2. x4 estd en el L.I.

A, = min {%, o1 (00 — 0); oo} =2 = x; Sale de la base y pasa a su L.L.

3 _(_%) 7
Pivotar el cuadro y actualizar la columna RHS usando (9.31):

Ty=l+A;=0+2=2

=t (-HE) =2

z=2—(3)(2) =16

R1:{1,3} R2:¢

1. El cuadro 6ptimo es:



Cuadro primal simplex canalizado

Lo T T2 T3 Ty s Te RHS
z 0o -6 -2 0 0 0 0 14
Lo 1 2 -1 -1 1 0 0 1
L5 0 1 1 -1 0 1 0 1
Lo o 1 -2 o0 1 0 1 0
z 0 0 -—-14 0 6 0 6 14
Lo 1 0 3 -1 -1 0 -2 1
L5 0 0 3 -1 -1 1 -1 1
1 0 1 =2 0 1 0 1 2
R
Lo 1 0 0 0 0o -1 -1 0
I A
T T
z -4 0 -2 0 16
L2 1 1 -1 0 2
L4 3 0o -2 1 )

Ry ={1,2,3,4}
Ry =¢
Ry ={2,3,4,6}
Ry = ¢

Fin de la Fase I

R, ={3,4}
Ry =¢
R, ={1,3}
optimo



9.3 Ejercicios Resueltos:

1. Resolver el siguiente PL usando simplex canalizado:

((max f(xr) = x1— 1
s.a.
—X1 — X2 S 1
PL 2.3U1 — T9 S 1
T S 2
Resolvemos el siguiente PL equivalente:
([ —min 2(z) = —x, +2,
s.a.
—T1 — T2 + T3 = 1
PLE 2ZL‘1—.'172+ZL'4:1
T2 S 2
T3, Ty Z 0

Asumimos inicialmente: 1 = =2,z =2: Ry = {1}, Ry = {2}

Chequeo de factibilidad:
—(—2)—24x3=1=1x3=1 : factible
2(-2)—2+x4=1=2,="7 : factible

Entonces: zp = (x3,24); oy, = (x1) N, = (72)

-1 -1 1 o0 1 o

A_[ Lo 1], b [1] B=p' =1

C1 Co

cg=[00] 5 ew=[-1] i en=[]
lel_ﬂ; NZ:[:”; BN =N; B'N,=N

cpBT'Ny — eyt = —eny = [1; cgB™'Ny — cny = —cyp = —1



z=-(2)+2=4
Con los datos procesados es posible montar el cuadro inicial:

1. 1 y x5 son candidatos a entrar a la base y con la misma prioridad. Escogemos
xo para entrar a la base (el lector estd invitado a resolver nuevamente el ejemplo
escogiendo 7). 3 estd en su LS.

3. Usando (9.33) tenemos:

Ay = mm{ﬁl(j)); Y(_%; (2 — (—00)); oo} = 1 — x3 debe salir de la base y pasa

a su LI. Pivotar el cuadro y actualizar la columna RHS usando (9.34):
re=2-1=1

ry =T+ (-1)(1) =6

z=4+ (-1)(1) =3

Ri={1,3} Ry=¢

1. x; estd en su LI y es el dnico candidato a entrar en la base.
2. Usando (9.30) calculamos la variacién de z:
A = min{(l_(l_oo)); (650); (1—-(-2)); oo} = 2 — x4 debe salir de la base y pasa
a su LI. Pivotar el cuadro y actualizar la columna RHS usando (9.31):
11 =—2+2=0
o =1-(1)(2)= -1
z=3-(2)(2) =-1

1. El cuadro es 6ptimo con la siguiente solucién 6ptima:

£U1:O
z(z) = —1
z T3 ry x1 To RHS
z 1 0 0 1 -1 4
25 0 1 0 -1 —1 1
x4 O 0 1 2 -1 7
z 1 -1 0o 2 0 3
Ty 0 —1 0 1 1 1
xy 0 -1 1 3 0 6
21 —1/3 =2/3 0 0 -1
z 0 —2/3 —1/3 0 1 -1

21 0 —1/3 1/3 1 0 0




2. Resolver el siguiente PL usando PL canalizado:

[ —min z(z) = —2z; — 3x9 + 223
s.a.
x|+ 23?2 + X3 S 8
2.’171 + Ty — T3 Z 3

PL o <4
T3 Z 2
I r; >0,V
Estandarizando el modelo anterior se tiene:
[ —min z(z) = —2x1 — 3xy + 213
s.a.
.’171+2.’L‘2+ZL'3+.’174 =38
200+ X9 — 3 — x5 = 3
PL —o<r <4
2<x3 <00
0 <2y <00
L 0<z5 <00
Buscamos inicialmente factibilidad:
Proceso de solucién:
Ty = —2 (LI) Ry = {1}

Chequeamos:

442(-2)+24+24=8 =x4=6

Factible !

[ —min f(x) = —2x1 — 3xs + 223

s.a.
Ty 4+ 2209 + 23 + 24 =8
—2[L‘1—.’172+ZL'3+.’175:—3
ZL‘1§4
T3 > 2
T4,x5 > 0

PLE




Enelcual: 1 =4,290 = 2,203 =2 = x4 =6y x5 = 1: factible

-1 1 0 1 3
Qz as ay
2 1 1
el ] el
Cp — [0 0], CN; = [—3 2], CNy = —2
CBBilNl — CN; = —CNys CBBilNQ — CN, = —CnN,

z2=0+ [CN1 — 0]33]\]1 + [CN2 — 0].TN2

N1 Nl N2
z Ts Tz Ty x3 x| RHS
z |1 0 O 3 -2 2 2
= 2410 1 0 2 1 1 6
20 0 1 -1 1 -2 1

xo: Variable en el limite inferior con costo relativo positivo — candidata a entrar a la
base.

Sale: A, :mm{f{?;“ , _Oz’:ll),(B— (=2)) , oo}

Ay =min{3 , co, 5, oo}

Ay =3 — corresponde a x4 que se va a su limite inferior.
Rl == {3,4} y R2 - {]_}



Se pivota el cuadro y se calcula RHS.

Z X4 Xy To T3 z; | RHS
2 [1 32 0 o0 -1/2 12| =7
5|0 12 0 1 1/2 1/2| 1
2|0 1/2 1 0 3/2 3/2| 4

Célculo de RHS:

b=xg=DB"'b— B 'Nzy, — B 'Nyay,
L] - [ )] - [ 2

~ |1
b _4]
z=-w4{zo--3 P[5 | +i2-comp o

L=-12+7-2=-7

SH
I

El nuevo cuadro es éptimo.
El lector estd invitado a calcular los elmentos de la columna RHS usando (9.31).

Solucién:

T = 4 Ty = 0
ro=1 25=4 = —z(x)=7 (maximizar)
T3 = 2

3. Resolver el PL usando simplex canalizado:

[ min f(x) = 21+ 6xe —x3 — 4xy + X5
S.a.

2:L‘1+.’I?2+4.’I?3+!L‘4+.’L‘5:10
31 +8xy —3x3+x14 =7

PLE 0<z <3

]_S.’L‘2§4

0§.’L‘3§8

1§.’L‘4§2

0<z5<20

Solucién:



Escogemos una base inicial arbitraria factible.

Luego de probar distintas opciones se encuentra una:

.’171:0, ZL‘QZI , ZL‘3:2/3, ZL‘4:]_ , ZL‘5:16/3

ap as a3 a4 as
2 1 4 1 1 10
A= l 3 8 -3 1 0 ] ’ b= l 7 ]
Ip — (333,175) ; TN, = ($1,$2,$4) 7 TNy, = 0]

cg=[-1 1] ; exy=12 6 —4]; en,=0

S ED RS R R e

cpB™'Ny — ey, =[5 25/3 20/3 ]

CBB_1N2 - CNQ = 0 ) B: Irp = [ ]_26//33 ] )

B_llel() —1/3] [2 1 1] _ [—1 —8/3 —1/3

1 4/3 3 8 1 6 35/3 7/3
z=20/3
4

N NN
Z T3 Ts X1 To x4 | RHS
211 0 0 5 25/3 20/3|20/3
3|10 1 0 -1 -8/3 -1/3| 2/3
<= T5(0 0 1 6 35/3 7/3|16/3

Entra x,: tiene mayor coeficiente de costo relativo en NV,
Sale:

- [16/3-0  8-2/3
Agzmm{ 3/5/3 , 7(78//3) , 4-1) oo}

Ay =16/35 = sale x5y pasa para su LI

Pivotamos el cuadro y calculamos RHS:



Y Y Y
Z T3 Ts Ty T2 rs | RHS _
;|1 0 -5/7 13/35 0 5] 20/7 21:;5’1’4}
2510 1 8/35 13/35 0 1/5|66/35 2T
2|0 0 3/35 18/35 1 1/5|51/35

zs = 2/3—(-8/3) (16/35) = 66/35
2y = 1+16/35=51/35
2= 20/3— (25/3)(16/35) = 20/7

En el nuevo cuadro:
Entra x4 (variable de R; con el coeficiente de costo relativo mayor)

Candidato a salir:

. [66/35—0  51/35—1
A4:m1n{ /1/5 , /1/5 ,(2—1),00}
A4 =1 : correspondiente a x4

= Nadie sale de la base pero x4 pasa a su limite superior.
= Ry ={5,1} , Ry,={4}

La base no cambia, no existe pivotaje pero cambia la columna RHS de la siguiente forma:

r3=5 —5(1) =%
w=5-31=3%
2= 2-0))=-F=-%
N, N,
Z T3 Xp ry x93 x4 | RHS

11 0 -5/7 5/T 0 5]|-15/7

3o 1 8/35 13/35 0 1/5]59/35 Ry ={1,5}

200 0 3/35 18/35 1 1/5|44/35 R, = {4}

En el nuevo cuadro z; es candidata a entrar en la base:

A =min {(2 - 0)/(); (4-1)/% (3-0); co}=1

= 9 debe salir de la base. Pivotamos el cuadro simplex y actualizamos la columna
RHS usando (9.31):



T3 =5~ 5G) =3
2=-2-(3)()=-3
N, N, N,
Z I3 Ty T T z4 | RHS
1T 0 -95/42 0 -25/18 85/18 -5/2
o 1 1/6 0 -13/18 1/18| 3/2
Lo 0o 1/6 1 35/18 7/18| 1/2

El cuadro es 6ptimo con la siguiente solucion 6ptima:

8

8
2
2
I
|
po | ot

8 8

[SL IO JOR N
Il

O NNw -

8




Problemas Propuestos de Programacién lineal

Problemas del Capitulo 1

1. Una fabrica produce 3 tipos de barras metalicas, A-B-C, que son prensadas y esmaltadas.
La prensa dispone de 2000 minutos mensuales y cada barra A o B lleva un minuto para
ser prensada, mientras que la barra C lleva 2 minutos. El esmaltado en esta iltima lleva
apenas 1 minuto, mientras que las barras A y B exigen 3 y 4, 5 minutos respectivamente. La
disponibilidad de esmaltado es de 8.000 minutos mensuales. La demanda absorbe toda la
produccién y la ganancia por barra, en el orden A-B-C, es de 5, 7 y 8 unidades monetarias.
Formular un modelo para la producciéon éptima de barras.

2. El sector de transporte de carga de ACES operando en Cali dispone de 8 aviones B-727, 15
aviones B-700 y 12 aviones ATR. Existen cargas para enviar manana a Bogota (150 ton) y
Medellin (100 ton). Los costos operacionales de cada avién y sus capacidades son:

B-727 B-700 ATR
Cali - Bogota 23 5 1,4
Cali - Medellin 58 10 3,8

Tonelaje 45 7 4

Cuéantos y cudles aviones deben ser enviados para Bogotd y Medellin para satisfacer la
demanda y minimizar los costos? Formule el PL.

3. Una corporacién tiene $ 30 millones disponibles para invertir en 3 filiales. Para mantener
la planilla de sueldos se debe tener un minimo de inversién en cada filial: $ 3M, § 5M y $
8M respectivamente. La filial IT puede recibir una inversién maxima de $ 17M. Cada filial
puede ejecutar varios proyectos, cada uno caracterizado por un techo maximo y una tasa de
retorno, dados en la tabla siguiente.

Filial Projecto Techo Maximo Tasa de Retorno

1 $ 6M 8%
I 2 $ 5M 6%
3 $ OM %
4 $ 7™ 5%
I1 5 $ 10M 8%
6 $ 4M 9%
I1I 7 $ 6M 10%
8 $ 3M 6%

Presente la formulacién matemdtica del problema.



4. Avianca necesita decidir la cantidad de querosene para combustible de sus aviones que adqui-
re de 3 companias vendedoras. Sus aviones son regularmente abastecidos en los aeropuertos
Matecana, Palmaseca, Rionegro y El Dorado. Las companias vendedoras podran entregar
en el préximo mes las siguientes cantidades de combustible:

Compania Galones

1 250.000
2 500.000
3 600.000

Las necesidades de la Avianca en los diferentes aeropuertos son:

Matecana 100.000
Palmaseca 200.000
Rionegro  300.000
El Dorado 400.000

El costo por galdn, incluyendo el precio del transporte de cada vendedor para cada aeropu-
erto es el siguiente:

Cial Cia2 Cia 3

Matecana 12 9 10
Palmaseca 10 11 14
Rionegro 8 11 13
El Dorado 11 13 9

Formule este problema como un modelo de programacion lineal.

5. Una refineria capaz de procesar 100.000 barriles por dia de petréleo en gés, gasolina, quero-
sene, aceite diesel y residuo necesita determinar su programa de produccion.

Todos los productos pueden ser vendidos directamente, excepto el residuo que necesita ser
combinado con querosene para producir aceite pesado (10% de querosene y 90% de residuo)
y el aceite liviano (20% de querosene y 80% de residuo).

La refineria necesita satisfacer un minimo de contratos de venta y un maximo de produccién
establecido por el gobierno (tabla 1).

La refineria puede comprar petroleo de 3 diferentes paises, cuyas disponibilidades diarias
estan en la tabla 2. Se sabe ain que ella se comprometié a comprar por lo menos 10.000
barriles por dia de Arabia Saudita.

Formule el modelo de PL.



Tabla 1

Producto Precio de venta Produccion Maxima Produccién Minima

Gas 2,10 10.000 5.000

Gasolina 3,50 20.000 13.000

Querosene 3,30 20.000 15.000

Aceite dissel 3,10 25.000 10.000

Aceite pesado 2,50 20.000 10.000

Aceite liviano 2,80 20.000 12.000

Tabla 2

Origen costo por porcentaje de los componentes Maximo
del aceite barril Gas gasolina Querosene Diesel Residuo Disponible
Kwait 2,0 10 10 10 10 60 70.000
Arabia S. 2,5 10 15 15 15 45 100.000
Libia 3,0 10 20 20 20 30 50.000

6. Dos barras metdlicas A y B son hechas de cuatro metales distintos, I, II, IIT y IV de acuerdo

con la siguiente especificacién:

Barras Especificacién

tiene como méaximo 80% del metal tipo I

A tiene como méaximo 30% del metal tipo II
tiene como minimo 50% del metal tipo IV

entre 40% y 60% del metal tipo II
B tiene como minimo 30% del metal tipo III
tiene como méaximo 70% del metal tipo IV

Precio de venta ($/ton)

200.000

300.000

Los cuatro metales son extraidos de tres minas diferentes, cuyo porcentaje en peso, cantidad
maxima de los minerales y costos por tonelada son presentados en la siguiente tabla:

Mina cantidad Componentes(%) Precio de
Maxima I II III IV Otros Compra
(ton) ($ /ton)
1 1.000 20 10 30 30 10 30
2 2.000 10 20 30 30 10 40
3 3.000 5 o5 70 20 0 50

Formule el PL escogiendo la funcién objetivo apropiada y usando adecuadamente la infor-

macion dada.

7. Un fabricante de alimento concentrado quiere determinar la férmula més econémica de un
tipo de alimento. La composicion nutritiva de los ingredientes disponibles en el mercado y

sus costos son los siguintes:



Ingredientes

Nutriente Soya Maiz Cana
Calcio 0,2% 1% 3%
Proteina 50% 9% 0%

Carbohidratos 0,8% 2% 2%

Costo/Kg. 15,00 20,0 8,00

El fabricante debe entregar 1000 Kg. de alimento concentrado por dia, garantizando las
siguientes especificaciones:

Méaximo Minimo De
1,2% 0,8%  Calcio
- 22,0%  Proteina
20,0% - Carbohidratos

Formule el PL.

. Una industria necesita producir un cierto producto en cantidad suficiente para atender con-
tratos de venta en los proximos 4 meses. Los recursos que entran en la composicién de este
producto limitan en cantidades diferentes la produccién en los meses referidos. El costo de
la unidad producida también varia en esos meses. Se sabe atin que la produccién de un mes
puede ser vendida en los meses siguientes, sin embargo, sujeta a un costo de almacenamien-
to. Actualmente no existe producto en almacenamiento y al fin del cuarto mes se desea que
también no exista. A continuacién se presenta la tabla de datos, formule el PL que permite
encontrar la programacion de la produccion de los 4 meses capaz de minimizar el costo total
de la industria.

Mes Ventas Produccién Costo por unidad  Costo por unidad
Contratadas ~ Maxima producida almacenada por mes

1 40 50 18 3

2 30 20 17 2

3 10 30 23 3

4 35 35 17 4

. Un individuo es forzado hacer una dieta alimenticia que entregue diariamente las siguientes
cantidades de vitamina A, B, C y D:

Vitamina cantidad minima (mg)

A 80
B 70
C 100
D 60

La dieta debera incluir: leche, arroz, frijol y carne que contienen las siguientes miligramos
de vitaminas en cada una de sus unidades de medida:



10.

11.

12.

Vitamina Leche Arroz Frijol Carne
(Kg) (Kg) (Kg) (Kg)

A 10 3 9 10
B 8 7 6 6
C 15 3 4 7
D 20 2 3 9

Los costos unitarios de estos alimentos son los siguientes:
Leche - 1200, Arroz - 1000, Frijol - 1500 y Carne - 8000.

Formule el problema de programacién lineal correspondiente.

Una fabrica de TV produce 2 tipos de productos: TV a color y TV blanco y negro. Una
investigacion de mercado indica que pueden ser vendidos a lo méaximo 1000 unidads de TV a
color y 4000 unidads de TV-BN por mes. El méximo de horas/hombre disponibles por mes
es de 50000. Un TV a color requiere de 20 horas/hombre y un TV-BN 15 horas/hombre.
El lucro por cada unidad vendida de TV a color es $ 60 y por una unidad de TV-BN §$ 30.
Cuantas TV’s de cada tipo deben ser producidos por mes para maximizar el lucro ?

Un analista de sistemas planea producir 3 tipos de productos usando 4 maquinas. Cualquier
producto puede ser producido por cualquier maquina. Los costos unitarios de produccién de
cada unidad de producto en cada maquina son mostradas en la tabla 1 y las horas requeridas
para producir cada unidad de producto en cada méaquina en la tabla 2.

Tabla I Tabla II
Maquina Maquina
Producto 1 2 3 4 Producto 1 2 3 4
1 4 4 5 7 1 0.3 0.25 0.2 0.2
2 6 7 5 6 2 0.2 03 0.2 0.25
3 12 10 8 11 3 0.8 0.6 06 0.5

Suponer que son necesarios 4000, 5000 y 3000 unidades de los productos y las disponibilidades
de horas-maquina son de 1500, 1200, 1500 y 2000 respectivamente. Formule el problema
como un PL para minimizar los costos de produccion.

Una empresa fabrica 4 productos llamados Py, P», P; y P,. El producto P, es vendido con
un lucro de $ 10 por tonelada hasta 10 toneladas. Arriba de 10 ton. y hasta 25 ton. son
vendidos con un lucro de $ 7 por tonelada. Arriba de 25 ton. produce un lucro de solamente
$ 5 por ton.

El producto P, produce una ganancia de $ 8 por ton. hasta 7 ton. Arriba de 7 ton. la
ganancia es de solamente $ 4 por ton. Ademds de eso, quien compra P, es obligado a
comprar P, en la forma especificada después. Los productos P; y P, pueden ser vendidos
en cantidades ilimitadas.

P; es un subproducto obtenido en la produccién de P;. Ventas hasta 10 ton. de P3 producen
una ganancia de $ 2 por ton. No existe mercado para una produccién de P3 arriba de 10



13.

14.

ton. y como no pueden ser almacenadas, el excedente debe ser destruido a un costo de $ 3
por ton.

P, es un subproducto obtenido en la producciéon de P, pero P, también puede ser producido
en forma independente. Por exigencias de uso, cada comprador de 6 ton. del producto P,
tiene que comprar g ton. del producto P;. Ademads de eso, P, tiene un mercado independente
y ilimitado. Una ton. de P; produce una ganancia de $ 3 por ton. si el es vendido junto con
P, y $ 2,5 si el es vendido independientemente.

La produccién de una ton. de P; requiere de 1 hr. de la maquina 1 y 2 hr. de la maquina
2. Una ton. de P, requiere de 2 hr. de maquina 1 y 3 hr. de maquina 2. Cada ton. de P;
producido libera automaticamente 3/2 ton. de P3 como subproducto sin trabajo adicional.
Cada ton. de P, producido libera 1/4 ton. de P; como subproducto sin trabajo adicional.
Para producir 1 ton. de P, independientemente es necesario 3 hr. de méaquina 3.

La empresa tiene disponibles 96 hr. de maquina 1, 120 hr. de médquina 2 y 240 hr. de
maquina 3. La empresa desea tener lucro maximo. Formule este problema como un PL.

Un producto puede ser fabricado en 3 tamanos, grande, medio y pequeno, que producen
ganancias unitarias de $ 12, 10 y 9 respectivamente. La empresa tiene 3 centros de pro-
duccion con capacidades de produccion de 550, 750 y 275 unidades de produccién por dia,
independentemente del tamano y la combinacion de los productos fabricados.

Producir este producto requiere de agua para enfriamiento y una unidad de producto grande,
medio y pequeno requiere de 21, 17 y 9 galones de agua respectivamente. La disponibilidad
diaria de agua fria en los centros de producciéon 1, 2 y 3 son de 10000, 7000 y 4200 galones
respectivamente. Estudios de mercado indican que existe mercado diario para 700, 900 y 450
unidads de producto de los tamanos grande, medio y pequeno respectivamente. Es politica
de la empresa que la fraccién [ producciéon programada/capacidad del centro] debe ser el
mismo para todos los centros de produccién. Cuantas unidades de cada tamano de producto
deben ser producidas en los centros de produccién para maximizar la ganancia?

Una ama de casa desea preparar un pastel, rico en vitaminas, mezclando frutas. Los datos
de las frutas disponibles son mostradas en la tabla. Para que el pastel sea gustoso, la ama
de casa debe usar cada fruta dentro de los limites minimo y maximo permitidos para cada
fruta como es mostrado en la tabla. Formule el problema para encontrar el costo minimo en
la preparacion del pastel.

No. de unid. de nutr./Kg. de fruta  Costo de la  Restr. en el uso de la fruta

Tipo de fruta Vitamina A Vitamina C fruta ($/Kg.) Min
1 P 0 0,25 2
2 0 3 0,31 3
3 2 4 0,48 0
1 1 2 0,21 5
5 3 2 0,19 0

Requerim. min. de
nutriente (unid.) 41 80

Max

10
6
7

20
3



15. Una empresa desea producir un compuesto preparado con la mezcla de 2 productos quimicos,
1 y 2, mezclados en la relacién 5:2 por peso. los productos quimicos son fabricados de 3
formas diferentes usando 2 materias primas y un combustible. Los datos de producciéon son
mostradas en la tabla. Cuanto tiempo debe operar cada proceso para maximizar la cantidad

total de compuesto producido?

Requerimento por unid. de tiempo Produccién por unid. de tiempo
Materia prima 1 Materia prima 2 Combustible Quimico 1 Quimico 2
Proceso (unidades) (unidades) (unidades)  (unidades) (unidades)
1 9 5 50 9 6
2 6 8 75 7 10
3 4 11 100 10 6
cantidad
disponibles 200 400 1850

16. Resolver graficamente los siguientes PL’s:

(a) max  30x; + 202, (b)  min 211 — Xy
s.a. T+ 2o >1 s.a. T+ 2o > 10
T1 — Ty > —1 —10z1 + x9 <10
3x1 + 219 <6 —4x + 29 < 20
T1 — 229 <1 T1 + 4x > 20
r120; 2220 r120; 2220
(¢) min x1 + 39 (d) min 10z + 3z,
s.a. 2x1 + x9 > 10 s.a. T+ To > 20
—X1 + 9 <20 T <6
T1 — 279 <10 T >2
T+ 2o < 30 Ty <12
r1 2 0; 2220 To > 1
r120; 2220
(e) max 2x1 — 2x9
s.a. —2x1 + 19 <2
T — Ty <1

11 20; w320



Problemas del Capitulo 2

17. Dado Az = b:

Z
0 2 410 2 27| 8
9 4 —2 8 —1 2| | |=]4
20 2 2 40 1 6| ™ 34
T
L Te |

sea la matriz B constituida por las columnas {6, 1,3}. Hacer todas las operaciones necesarias
para determinar la inversa de B.

18. Coloque en la forma padronizada los siguientes problemas de PL:

(a)

max —2x; — 3% + dx3
s.a.
l‘1+$2—l’3+$425
2.’L‘1 +l’3§4
x2+x3+x4:6
21 <0; w220; 2320, x42>0

min  3x, — 3%y + T3
s.a.
Ty + 2o — 23 < 40
T+ 9.’L’2 — 7.’L'3 Z 50
51‘1 + 31‘2 =20
r120; 2220; x3<0

19. Dibuje las regiones factibles del conjunto {z : Ax < b} donde A y b son datos mostrados
abajo. La region es vacia o limitada 7

(a)

b
I
o=

|

_

S8

I

o



-1 0 0
0 -1 0
A=1 9 3 "= 12
1 -3 5
(c)
11 4
A=| -1 =2 b= | —12
-1 0 0

20. Muestre como resolver un sistema de m ecuaciones y m incognitas. Evidencie la identificacién
de los siguientes casos:

a) Inconsistencia del sistema. b) Redundancia de las ecuaciones. ¢) Solucién
unica.

d) Explique como en el caso (c) Se puede calcular la inversa de la matriz. Ejemplifique con
el siguiente sistema:

1‘1+21‘2— 1‘3:0

21‘1 —21‘2+31‘3 =9

Ty — l’2—|—2l’3:6

21. B es una matriz regular dadas por sus columnas, su inversa A es conocida por sus lineas:

T 1T 1 — A -
B=| B' B> B? A=+ A —
ool — Ay —

En términos de Ay, Ay y Az encuentre las inversas de C y D definidas abajo:

1T 1
C=|B' B? aB?
ol

R
D=| B'+B*> B> B3
Lol

22. Demuestre, usando técnicas de PL, que:

2371+3£U2§7
T — T <1 = 8z + 329 < 19
120, 1220



23. Es posible resolver el problema abajo con técnicas de PL? Explique.

max f(zr) = —x1+ 2w+ 313
s.a.
T1+ 2o+ 23 <15
| — 221 + 323 > 12
T1— To+x3 > 2
>0

24. Coloque los problemas abajo en la forma padronizada de un PL y determine sus soluciones
a través de interpretacion geométrica.

(a)

max f(x) = —3x;+ 229
s.a.
T1+ 219 >4
|zy + 20+ 2| <3
120, 1220

max z(z) = —3x;+ 21,
s.a.

T+ >4

T+ X2 S 3

x1 > 0; xo irrestricto

25. Para los casos siguientes es dada una base B = [eq, ey, €3, €4]. Cudl de esos vectores pueden
ser substituido por el vector d, una sustituciéon en cada operacion, para que el sistema
resultante aiun contintie siendo una base? explique.

(a)

€ = € = €3 =

O = = O
o= O O

o O O

€4 =

_ o O O
— N O



26.

27.

28.

€ = € = €3 =

o O O =
O O = O
o= O O

€4 =

— o oo
QU
I

W ok O W

Pruebe que el conjunto:

S={x € R"| Az =b; x>0} donde A € R™"™ y b & R™ es convexo.

Resuelva por inspeccién y justifique:
max f(x) = 8xy + Twy — dxg — 214

S.a.
0<2;<3; 0<22<5; 0<23<20; 0<xy <2

Cual de los siguientes vectores forman una base en E3?

(a)

i
e



29. Sean los vectores:

as = 5 ay = 1

Mostrar que los vectores aq, as v az forman una base. Si ay es cambiado por a4 los vectores
aun forman una base 7

30. Encontrar el rango de las siguientes matrices:

101 1 -1 1 3
A=12 2 4 -1 B = 1 4 2
1 05 2 3 —-1

31. Cual es la solucion general del siguiente sistema?

x1+2x2+x3:3
—£U1+3372+£U3:6

32. Encontrar todas las soluciones basicas del siguiente sistema:

—IL‘1+21‘2+1‘3+!L’4—2IL‘5 =4
IL‘1—2IL‘2 +2IL’4—JI5:3
33. Cuales de los siguientes conjuntos son convexos?

(a) {(z1,79): 22 +22>1}
(b) {(z1,22,23) 1 a1 427y <1; @ — 23 <2}
() {(z1,22): 1 =1; |zof < 4}

34. Cuales de las siguientes funciones son convexas, concavas o ninguna ?

(a) f(x) =2
(b) f(xy,22) = 23 + 223 — 22179 + 29



35. Encontrar los puntos extremos de la regién definida por las siguientes desigualdades:

IL‘1+JI2+IL’3§5

—I +1‘2+21‘3§6

Ty, X2, w3 >0

Sugerencia: Considere las intersecciones definidas por 3 hiperplanos cada vez (n=3).

36. Porqué el siguiente conjunto tiene direcciones ? Encontrar todas las direcciones extremas:

37.

38.

39.

—X1 + X9 =4

IL‘1—2IL‘2+1‘3§6
l‘ng

X1, T2, T3 Z 0

Sugerencia: Encontrar todos los puntos extremos del conjunto de direcciones D del conjunto

convexo.

Sea A = (ay, ag, ..., a;, ...

, a;,) una matriz de dimensiéon m X m y que tiene inversa. Mostrar

que A™'a; = e;, donde e; es un vector de ceros excepto en la posicién j donde vale 1.

Muestre si el siguiente sistema: (a) tiene solucién, (b) tiene solucién tnica, (c) tiene muchas

soluciones:

Considere el conjunto:

IL‘1+3IL’2+IL’3—I4:1

5$2-6$3+!L’4:0
£U1—2£U2+4£U3 =1

{(ZUl,ZUZ) =T —|—£L'2 S 2

£U1+2£U2§8
1 >0; x>0}

Cudl es la distancia minima de (-2,3) para ese conjunto? Cuél punto de ese conjunto esta

mas cerca de (-2,3)7.



40.

41.

42.

43.

44.

Encontrar todos los puntos extremos del siguiente conjunto poliedral:

X ={(z1,29,23) 111 — 29 + 23 < 1

—x1 + 219 <4

Ty, T2, T3 Z 0}
El conjunto X tiene direcciones? Porque?

Sea el conjunto:

X ={(z1,22) 121 —22 <3

2371 + x5 < 4
T Z —3}

Encontrar todos los puntos extremos de X y representar x = (0,1) como una combinacién
convexa de esos puntos extremos.

Encontrar todos los puntos extremos y direcciones extremas del siguiente conjunto poliedral:

X == {(1'171'2,1'3,1'4) :

—JJ1+£U2—2£U3§1
—2371—LU3—|—2£U4 SQ

Ty, T2, T3, T4 2 0}

Representar x = (1,1, 1,2) como una combinacién convexa de los puntos extremos de X més
una combinacién negativa de las direcciones extremas de X.

Represente graficamente las soluciones del problema 41.

Problemas del Capitulo 3

Considere el siguiente PL:

max f(z) = w7+ 3z
s.a.
xry — 31’2 S 3
—2£U1 +x9 < 2
—3x + 4y < 12
31‘1 + T2 S 9

1 2>20; 2220



(a) Resuelva el problema gréficamente; (b) Identifique todos los puntos extremos y refor-
mule el problema en términos de combinaciones de puntos extremos. Resolver el problema
resultante; (c) Elimine la 4a. restriccién. Identifique los puntos extremos y rayos extre-
mos y reformule el problema en términos de combinacién convexa de los puntos extremos y
combinacidn lineal no negativa de las direcciones extremas. Resolver el problema resultante.

45. Considere el PL:

max  2x1 + X0 + 4x3 4+ dxr3 + Tg
s.a.
31‘1 + 61’2 + 31’3 + 2!L‘4 + 31’5 + 41‘6 S 60
Ti, To, T3, T4, Tz, Tg >0

Este problema que tiene una restriccién y generalmente muchas variables es conocido como
el problema de la mochila. Encontrar todas las SBF del problema y encontrar el éptimo
comparando esas SBF.

46. Considere el siguiente sistema:

T+ X9+ 1‘3§2

—I +2!L‘2+21‘3 S 3

1 20; 22 20; 23>0
El punto (%, %, %) es factible. Verificar si ella es basica, en caso contrario, a partir de ese
punto encontrar una solucién basica factible.

47. Resolver el PL:

maxr  dxy + 4xe
s.a.
T1+ 215 <6
—2£U1 + x5 < 4
51‘1 + 31‘2 S 15
r120; 2220

(a) Graficamente, (b) Por el método simplex.

48. Resolver el PL mostrado, identificando en cada iteracién B y B~

maxr  3x1 + 229 + T3
s.a.
201 — 3x9 + 2253 < 3
—X1 + X9 + T3 S 5
Ty, X9, T3>0



49. Resuelva el siguiente problema usando el método simplex a partir de la SBF (z, z2) = (4,0).
Presente la regién factible en el espacio de las variables no bésicas:

maxr  —T1 + 29
s.a.
3x1 + 4wy = 12
201 —x9 <12

1, w2 >0

Sugerencia: Identifique la base inicial y encuentre su inversa.

50. Resolver por el método simplex el PL:

max T, — 2T9 + T3
s.a.
1‘1+21‘2+!L’3 S 12
201 + 19 — 23 < 6
- + 31’2 S 9
Ty, T2, T3 Z 0

51. En el PL:

max 2T + To + 9x3 — 314
S.a.
1‘1+21‘2+4I3—I4§6
2!L‘1+3!L’2—IE3+I4§12
&1 43+ <4
T, To, X3, T4 >0

Encontrar una SBF con las variables basicas xq, x5 e x4. Esta solucién es éptima?. Si no
fuera entonces encontrar la solucién éptima a partir de esta SBF.

52. Use el método simplex para resolver el PL:

min  3x; — Ty
s.a.
T — 31’2 2 -3
2!L‘1 + x9 2 —2
2!L‘1 + Ty S 8
dx, — 29 < 16

Note que las variables no tienen restriccién de signo (positivo o negativo)

53. En el PL:



o4.

25.

26.

mar — —3x1 + 209 — 13 + 14
s.a.
201 — 329 — x5+ 14 < 8
—21 + 229 + 225 — 324 < 10
—X1 +Tg —4dxs+ 24 <3
T1, To, T3, Tg > 0

Use el método simplex para verificar que el problema es ilimitado. Use el cuadro simplex
final para construir una solucion factible con objetivo por lo menos igual a 3000. Use el
cuadro final para construir una direccién d tal que ed > 0.

Mostrar que en el método simplex si la variable z; sale de la base, entonces ella no puede
regresar para la base en la siguiente iteracién.

En el siguiente PL:

max 10z, + 1529 + 5x3
s.a.
21’1 + X9 S 6000
31’1 + 3£U2 + x3 S 9000
T1 + 225 + 223 < 4000
T, To, 3 >0

(a) Sin usar el método simplex, verifique se (24, z1,x2) forman una base éptima, siendo x4 la
variable de holgura de la la. restriccién; (b) Usando la informacién de (a) monte el cuadro
6ptimo del simplex; (c) ahora se adiciona una nueva variable al problema, x7, siendo ¢; = 12
y su columna correspondiente [2, 4, 1]*. La inclusién de esta variable altera la solucién éptima
del problema? Cual es el nuevo 6ptimo del problema?

Considere el siguiente PL:

min  —T; — 222 + T3
S.a.
2!L‘1 + X9 + T3 S 6
21‘2 — I3 S 3
Ty, T2, T3 Z 0

(a) Encontrar la solucién éptima por el simplex. En cada iteracién identifique B, N, B~!
B™IN, cgB7 'y los (z; — ¢j);

O0r; Oxe 0z Oxp
Oxs’ Oxy Oxs Oxn

(b) En el cuadro 6ptimo, encontrar , donde x4 y x5 son las variables de

holgura;

(c) Suponer que ¢; es cambiado de -1 para —1 + A; y ¢o de -2 para —2 + A,. Encontrar
la regi6n, en el espacio (A, As) para el cual el cuadro simplex encontrado en (a) atin es
optimo;



o7.

28.

(d) Ahora la nueva variable x4 es incluida, con ¢g = —3, a;s = 3 y ags = 3. Esta variable
adicionada altera la solucion 6ptima ? Cual seria esa solucién 6ptima?;

(e) Suponer que b; varfa de 6 para 6 + A. Cual es la variacién permitida para A para que
el cuadro encontrado en (a) contintde siendo éptimo ?;

(f) Use el cuadro éptimo de (a) para representar la columna as como una combinacién lineal
de las columnas a; y as.

Considere el siguiente PL:

maxr  2x1 + 12x9 + T3
s.a.
1 + 3z + 223 < 10000
221 + 2x9 + 23 < 4000
T1, To, x3 >0

El cuadro 6ptimo, con x4 y x5 siendo variables de holgura, es el siguiente:

z|xy w2 x3 x4 x5 | RHS
z|[1]12 2 0 0 7128000
s |0 -3 -1 0 1 -2| 2000
x3 |0 2 2 1 0 1| 4000

(a) Cudl la tasa de incremento de z como una funcién de by y be; (b) Suponer que by cambia
de 4000 para 4000 + A. Cudl es la variaciéon permitida para A para que la base 6ptima
del cuadro contintie siendo 6ptima? (¢) Encontrar explicitamente el valor éptimo de z en
funcién de A.

A continuacion son mostrados el cuadro inicial y el cuadro actual de un PL. Encontrar los
valores desconocidos de a hasta [.

Cuadro inicial

z|x1 X2 x3 x4 x5 | RHS
1 a 1 -3 0 0 0
Ol b ¢ d 1 0 6
oy-1r 2 y 0 1 1

Cuadro actual (corriente)

z|x1 ® w3 x4 x5 | RHS
1] 0 —2% i k 1| -4
0 2 = 2 0 f
0| h i —% % 1] 3




59. El siguiente cuadro corriente corresponde a un problema de maximizacién. EL objetivo es
2x1 — 319, y las variables de holgura son x3 y x4. Las restricciones son del tipo <.

z| x| 2o | x3 | 24 | RHS
z|1| b| 1| f| g| 6
z3 [0 c| O] 1| £] 4
z1 |0 d 0] 2 a

a
b

Encontrar los valores desconocidos de a hasta g.

Encontrar B!

Ors 0z 0z O0x
Qwy’ Oby’ Oy’ Dby
d) El cuadro es 6ptimo?

)
)
¢) Encontrar

(
(
(
(

60. Sea el PL:

maxr  3x1 + To
s.a.
|zy + 229 — 10| < 4
T| — X9 <5
120, 2220

(a) Resuelva usando el método Simplex; (b) Efectue la interpretacién geométrica en el plano
Ty, T2.

61. = = (5,4,5,0,0) es una solucién factible del problema:

max f(z) = (10 24 20 20 25 )
S.a.

l11235 <

243 21

A partir de ella determine una solucion basica factible.

62. Coloque el problema en la forma preparada en relacién a la base (x9, x4, 1), donde z4 es
una variable de holgura y resuelva el problema.

mar  3x + 279
s.a.
T1 — 219 < 4
—X1 + X9 S 1
Ty — 22 <5
r120; 2320



63. Considere la maximizacién de un PL con puntos extremos xi, o, X3 v x4, y direcciones
extremas di, dy y d3 y con un gradiente de la funcién objetivo ¢ tal que cxy =5, caxy =7,
crg =4, cxy =7, cdy =0; cdy = —3 e cd3 = 0. Caracterice el conjunto de soluciones
optimas alternativas de este problema.

Problemas del Capitulo 4

64. Usar el método de las dos fases (con multiples variables artificiales y con una tnica variable
artificial) y el método big-M con multiples variables artificiales para resolver los siguientes
PLs:

(a)

max  2x, — T9 + T3

S.a.
23714-372 —2373 S 8
4271—3724—2373 Z 2
201 4+ 319 — 13 > 4
12 0; 29 >20; 23>0

(b)
mar —x1 + 8xy

S.a.
T+ Tg Z 1
- + 61’2 S 3

T S 2

r120; w220

min x4+ 3ry — 3

s.a.
21‘1 + Zo + X3 2 3
—r1+ T > 2
—T1 +5£U2—|—£U3 S 4
1 >0; 292>0; 23>0

(d)
maxr  —I; — 2%
s.a.

3371 +4x2 S 12
21‘1— 1‘222
1 20; 2220



max

S.a.

min
s.a.

min
S.a.

max
S.a.

min

S.a.

41‘1 + 5.%'2 — 3.’L‘3

T+ 2o+ 23 =10

T1 — Xy >1
£U1+3£U2+l'3§14
r120; 2920; w32>0

—2.’L‘1 + 2.%'2 + X3+ x4

Ty 4+ 200 + 23 + 24 < 2
Ty — X+ 23+ 2x4 >3
2I1—$2+1‘3 22

12 0; 19 >0;
32> 0; x42>0

—21 — 229 + T3

T+ Ty +x3 >4
21’1 —1'323

1‘2—|—"L'3§2

1 20; 222>0; 23>0

T1 — 229 + X3

IL‘1+1‘2—IL'324
$1—4$2+!L’3§2
1 20; a3 2>0; 2320

Ty + 4wy — 24

—1‘1+2!L‘2—IL'3+1'4 S 2
21‘1+$2+2!L’3—2IL‘4 =4
T — 31‘3 + x4 Z 2
r12>20; 292>0; 2420
T3 irrestrito



maxr 2%, + 4w + dxs — 314
s.a.
21‘1 + Zo + X3 =4
T + 4, +4x, =8
r1 205 29 20; 2320; 420

min  3x; — 3T + X3

s.a.
T, + 209 — 23 > 5
—31‘1—$2+1'3§4
1 20; 292>0; 23>0

maxr 211 — Ty
s.a.
T+ X2 S 3
—I1+ a9 > 1
ry 2 0; 29 2 0;

65. Use la Fase I del PL para resolver:

.ZU1+2£U2+QZ'3:4

—xl—x2+2x3:3

31’1 + 51‘2 =95

Problemas del Capitulo 5

66. Resolver los problemas anterioriores, formulados algebrdicamente, usando el método simplex
revisado.

67. Resolver usando simplex revisado:

maxr  —2To + T3
s.a.
T1 —2r9 + 23 > —4
l‘1+$2+l’3§9
201 — Ty — 23 < D
Ty, To, x3 >0



68. Resolver usando simplex revisado:

maxr  3x1 +4x9 + 13+ 24
S.a.
8$1+3$2+4$3+$4 S 7
2$1+6$2+$3+5$4 S 3
£U1+4£U2+5£U3+2£U4 §8
T1, Ty, T3, Tg4 >0

Problemas del Capitulo 6

69. En el PL:

mar —x1 + 3%
s.a.
21‘1 + 31‘2 S 6
T — 21’2 Z -2
r120; 2220

a) resolver el problema graficamente, b) formular el dual y resolver graficamente, y usar los
valores 6ptimos del dual para encontrar las variables éptimas del primal.

70. En el PL:

Min 21‘1 + 151’2 + 51‘3 + 61‘4
S.a.
T1+ 620+ 303+ 74 > 2
—2£U1 + 5£U2 — T3+ 31’4 S -3
T1, To, T3, Tg >0

a) obtener el dual, b) resolver el dual graficamente, y ¢) usar los valores éptimos del dual
para encontrar las variables éptimas del primal.

71. Resolver el PL graficamente (use el dual):

mar  3x1 + 3T + 2123
s.a.
6x1 + 91y + 2523 < 25
31’1 + 21‘2 + 251’3 S 20
Ty, To, x3 >0



72. Encontrar el dual del siguiente problema:

min  —2x1 + 31y + dx3
s.a.

—22U1+$2+3$3+£U4 Z 5

2271 + x3 < 4
21‘2 + X3+ x4 = 6

T S 0

Ty, T3>0

T4 irrestricto

73. En el PL:

mazr 10z + 24z9 + 2023 4+ 2024 + 2525
s.a.
1‘1+l’2+2l‘3+31‘4+51‘5 S 19
211 + 49 + 323 + 214 + 15 < 57
T, To, X3, Ty, T5 >0

a) escriba el dual y verifique que (w;,ws) = (4,5) es una solucién factible, b) use la infor-
macién de (a) para encontrar la solucién 6ptima de ambos problemas.

74. En el siguiente problema:

mazr  2x, + 3T9 + 6x3
s.a.
T+ 21‘2 + 31‘3 S 10
T1 — 229 + 223 < 6
Ty, T2, T3 Z 0

a) Escriba el dual, b) resuelva el problema original por el método simplex y en cada iteracién
identifique las variables duales y muestre que las restricciones del dual son violadas, y c)
verifique que, al final, los valores objetivos del primal y del dual son iguales.

Problemas del Capitulo 7

75. Resolver los siguientes ejercicios usando el método dual simplex:

a)
maxr  2x; — 39
s.a.
T1 + Tg 2 3
3£U1 + X9 S 6
1 20; w320



man 21‘1 + 31‘2 + 51‘3 + 61‘4
S.a.
£U1+2£U2+3£U3+l'4 Z 2
—x1 + X9 —l'3+3l'4 S -3
L > 0; V]

min  3x1 — dxy — x3 + 2x4 — 4dus

s.a.
$1+$2+l‘3+3l‘4+$5 S 6
—T] — Xo+ 203+ T4 — x5 > 3
min  Ts3
s.a.

1 1 3
—i%1 — 572 < =3

871 + 12x9 §204
.'L'1+%.’L'2—1‘3§—%
—9.%'1-3.%'2 §6

1 2>20; 292>20; 23>0

min  3x, + 4xo + 223 + 14 + dT5

s.a.
$1—2$2—$3+I4+IL’5§—3
—I1—$2—I3+IL’4+1‘5§—2
T1+ Ty — 223 + 224 — 325 < 4

min  —2x1 — X9 — 8x4 + 2x5 — 3x7

S.a.
31‘1+$3+161‘4—2$5+5$5+4$7: 18
201 + 3+ 11lxy — x5 + 326 + 327 = 11
ZL‘l—l‘2+$3+7$4—2$5+21‘6+$7:6
r; >0 Vj



76. Use (x1, 2, x3) como base inicial y resuelva usando el método dual simlex:

Min —23:1+4x2+x3—x4+6x5+8x5—9x7—5x8

S.a.
T1+ 24 — 225 +x6 + 27 — 205 = —3
1‘2—1'4+l'5+1‘6—31‘7—1‘8:—14
1‘3—|—"L'4—"L'5—2"L'6—"L'7+1'8:—5
;>0 Vj

77. Use (x1, 2, z3) como base inicial y resuelva usando el método dual simlex:

Min  —2xy +4x9 + 223 + x4 — 425 — 1026
s.a.
59 + 223 + x4 — 35 — 926 — 417 = —8
T1 — 3Ty — T3 — Ta+ 225 +8x¢ =7
—2£U1 — T3+ T4 — 5£U6+6l'7 =-3
r; >0 Vj

Problemas del Capitulo 8

78. Considere el siguiente PL y su cuadro 6ptimo:

Max  2x1 + 19 — 23
s.a.
T, + 229 + 23 < 8
—x1+ 19 — 223 < 4

r;>0; Vj
z|x1 xo w3 x4 w5 | RHS
z|!1]10 3 3 2 0 16
z1 |01 2 1 1 0 8
x5 0] 0 3 -1 1 1 12

(a) Escriba el problema dual y encuentre el valor de las variables duales 6ptimas del cuadro
anterior.

(b) Usando anélisis de sensibilidad, encuentre la nueva solucién éptima si el coeficiente de
x5 en la funcién objetivo es cambiado de 1 para 6.

(c) Suponer que el coeficiente de x5 en la la. restriccién es cambiada de 2 para i. Encuentre
el nuevo 6ptimo.

(d) Suponer que la siguiente restriccién es adicionada: xs + x3 = 3. Encuentre el nuevo
optimo.



(e) Si usted tuviera que escoger entre incrementar by y by, cual de ellas escogeria ? Por qué
7 Cual es el efecto de este incremento en la funcién objetivo?

(f) Suponer que es adicionada una nueva variable 25 con ¢g = 4 y vector ag = (1,2)".
Encontrar el nuevo 6ptimo.

79. Considere el siguiente cuadro 6ptimo de un problema de maximizacion con restricciones del
tipo <, siendo que xg, 7 ¥y xg son variables de holgura:

z|x1 X9 w3 x4 x5 xg w7 xg | RHS
z|110 O 0 2 0 2 1—10 2 0
zx |01 0 0 -1 0 % % -1 2
|00 1 0 2 1 -1 0 % 3
zx |00 O 1 -1 -2 5 —lio 2 1

(a) Encontrar el objetivo 6.

(b) Cémo es alterado el éptimo si es adicionada al problema una nueva variable xg con
costo cg = 5 y coeficientes ag = (2,0, 3)*?

(c) Cudnto puede variar by sin violar la factibilidad?

(d) Suponer la adicién de la restriccién: z; — x5 + 223 < 10 al problema. El nuevo cuadro
continua siendo 6ptimo? En caso contrario, encuentre el nuevo 6ptimo.

80. Una familia desea preparar una dieta de costo minimo usando 6 productos primarios. La
dieta debe tener al menos 9 unidades de vitamina A y 19 unidades de vitamina C. los datos

son los siguientes:

Unidades de nutriente por Kg.
de producto primario

Requerimento minimo diario
de nutrientes (RMD)

Nutriente 1 2 3 4 5 6
Vitamina A 1 0 2 2 1 2 9
Vitamina C o 1 3 1 3 2 19
costo ($/Kg) [ 35 30 60 50 27 22

Sea x; los Kg de producto primario j usada en la dieta; j = 1,6. Entonces el problema de
costo minimo de la dieta de la familia asume la siguiente forma:
min  z(z) = 35z, + 30xy 4+ 603 + 50xy + 2725 + 2226
s.a.
1‘1+21‘3+2l‘4+1‘5+21‘6 29
l‘2+3l‘3+l’4+3l’5—|—2l‘6 Z 19
X > 0; V]

En este problema considere que x; y xg son las correspondientes variables de holgura. Se
sabe también que xp = (x5, 7¢) es una base 6ptima para este problema.



(a) Monte el cuadro 6ptimo de este problema y determine los valores éptimos.

(b) Suponer que existe disponibles en el mercado otro alimento primario, producto 7 a 88
$/Kg. Un Kg. de este producto contiene 2 unid. de vitamina A y 4 unid. de vitamina
C. La familia incluiria este nuevo producto en su dieta 7 Si no, cuanto debe disminuir
el precio de este producto para que la familia lo considere como parte de su dieta. En
este nuevo costo limite existe una solucién 6ptima que incluye el producto 7 en la dieta
y otro que no lo incluye. Cudl seria la dieta éptima si el producto 7 existe en el mercado
a32$/Kg. ?

(c) Considere el problema original de la dieta. La familia cree que necesita de otra vitamina,
la vitamina E, en su dieta. El contenido de vitamina E en los 6 productos primarios son:
2,3,5,2, 1y 1 unid/Kg respectivamente. E1 RMD de vitamina E es de 10 unidades.
La familia va a colocar esta nueva exigencia en su dieta. Cémo varia la solucién 6ptima
del problema ?

(d) Regresando al problema original, ademdas del RMD de vitamina A y C a familia decide
tener una dieta consistente de exactamente 2000 calorias. El contenido de calorias de
los 6 productos primarios son: 160, 20, 500, 280, 300 y 360 calorias/Kg respectivamente.
Esta exigencia adicional cambia la dieta de la familia?

(e) Cudl es el efecto marginal de incrementar el RMD de vitamina C en el costo éptimo
de la dieta en el problema original 7 Cuanto puede variar el RMD de la vitamina C
antes que la base éptima B se transforme en éptima ? Cudl es el 6ptimo del problema
cuando este requerimento es de 39 unidads?

(f) En el problema original, suponer que cada exceso de vitamina A consumida por la
familia produce 10 centavos de gastos médicos. Esta nueva exigencia altera la solucion
6ptima del problema?

(g) Para qué intervalo de variacién de los costos/Kg de los productos 4 y 5 la base B
permanece 6ptima en el problema original?

(h) Qué cambios acontecen en el problema original si el contenido de vitamina C en el
producto 4 varia? Para qué intervalo de variacion la base B continia éptima? Suponer
que existe en el mercado una versién rica del producto 4 que contiene (1 + «) unid.
de vitamina C por Kg. a un costo de (50 + 4a) $/Kg para algin o > 0. Cuadl es el
valor minimo de « para el cual este producto se vuelve atractivo para que la familia lo
considere en su dieta?

81. Considere el siguiente PL donde x5, x5 y x7 son variables de holgura. La base B correspon-
diente a xp = (1,3, z3) es 6ptima. Construya el cuadro éptimo.

min z(r) = —2x; —4xe — 13 — 14
s.a.
x1 + 3r9 + x4 < 8 Disponibilidad de materia prima 1
201 + 19 < 6 Disponibilidad de materia prima 2
ry +4x3+ x4 <6 Disponibilidad de materia prima 3



(a) La disponibilidad de solamente una materia prima puede ser alterada. Cudl materia
prima debe ser alterada 7 Por qué 7

(b) Para qué intervalo de variacién de b; la base B continua éptima? Cudl es la solucién
optima, del problema si b; = 20?7

(c) Si existe materia prima 1 adicional disponible, cuél es el maximo valor que pagaria por
el 7 Por qué ?

82. Considere el siguiente problema de la dieta.

Unidades de nutriente por Kg. | Requerimiento minimo diario
de producto primario de nutrientes (RMD)
Nutriente verdura papa maiz
Vitamina A 10 1 9 5t
Vitamina C 10 10 10 50
Vitamina D 10 11 11 10
costo (c/Kg) 50 100 51

x1, T2 y x3 son las cantidades de verdura, papa y maiz incluida en la dieta; x4, 5 v x4
son las respectivas variables de holgura. La base B de xp = (24,21, ) es Optima para este
problema. Construya el cuadro 6ptimo.

(a) Encontrar las soluciones éptimas dual y primal asociados a este problema.

(b) Un nuevo producto, leche, estd disponible. Un litro de leche contiene 0, 10 y 20 unidads
de vitamina A, C y D respectivamente y cuesta 40 $/1t. Usted recomendaria incluir
leche en la dieta 7 Por qué 7 Cudl es el mayor precio del litro de leche que ain
permitiria incluir leche en la dieta ?

(c) Considere el problema original nuevamente. Una nutricionista recomienda un RMD de
vitamina para la familia de vitamina A, C y D de 5, (50 + 10a) y (10 + 15a); o > 0.
Asi, es propuesto un experimento para determinar un @. Cudl es el maximo valor de
ese @ que permite que B sea ain una base 6ptima 7 Cudl es la soluciéon 6ptima para
a=a+ 1.

83. Considere el siguiente PL donde x5, x5 y 27 son variables de holgura. La base B correspon-
diente a xp = (21,22, z7) es 6ptima. Monte el cuadro éptimo.

minimizar costo z(z) = 281 + 67z + 1223 + 3514
s.a.
Prod. de producto 1:  xy 4+ 2x9 + Ty > 17
Prod. de producto 2:  2xy + 5x9 + x5 + 224 > 36
Prod. de producto 3: 1 4+ x5 + 3ry > 8



(1) Cuaél es el producto més critico para la empresa 7 Por qué 7 (2) Determine el intervalo
de optimalidad de ¢; para la base presente (3) Determine el intervalo de optimalidad de b3
para la base presente (4) Encontrar el nuevo 6ptimo cuando by varia de 16 para 8.

Problemas del Capitulo 9

84. Resolver los siguientes ejercicios usando PL canalizado:

a)

mazr 2T + To + 3x3
S.a.
3£U1+372—|—£U3§12
—X1 + T2 §5
IL‘2+2IL'3§8
0§1‘1§3
OSJIQSG
0<x3<4

min T+ 2%y + 3T3 — Ta
s.a.
201 — To+ 13 — 224 < 6
—IL‘1+21‘2—JI3+IL’4§8
201 + 9 — x3 > 2
O§x1§3
1<z <4
0<z3<10
2§1‘4§5

mar  z(xr) =21 — 2y

S.a.
—x1— 22 <1
21’1—]}2§1

1'2§2



mazr 2z + 3Ty — 2x3
s.a.
T, 4+ 229 + 23 < 8
2£U1 + To — T3 Z 3
T <4

min  2x1 + 6xy — x3 — 4x4 + T5
s.a.
201 + 9 + 423+ x4 + 25 = 10
3$1+8!L’2—3I3+IL’4 =7
0§1‘1§3
1§l‘2§4
0§l‘3§8
1§l‘4§2
0<a; <20

maxr  6xq + 4xo + 223
s.a.
41‘1—31‘2+$3§8
3x1 + 229 + 425 < 10
0§x1§3
0§!L’2§2
0§.’L’3

maxr  6x1 + 4o
s.a.
T1+ 229 < 4
2!L‘1+2!L’2§5
0§!L’1§3
0§.’L’2§4



