Capitulo 3

O Método Primal Simplex

3.1. Introducao

Neste Capitulo, apresenta-se o método de resolugao de problemas de programacao linear mais
utilizado, isto é, o método primal simplex. Assim, apresenta-se todos os detalhes tedricos relaciona-
dos com o método primal simplex de forma a permitir uma compreensao plena dessa importante
ferramenta de otimizacao. Nesse contexto, inicialmente apresentamos dois teoremas importantes
relacionados com a otimalidade de um problema de programacao linear. Assim, deve-se encon-
trar as condi¢oes nas quais um problema de programacao linear é ilimitado (ndo tem solugao
6tima finita) ou quando apresenta solugao étima finita. Mais importante ainda, prova-se que se
um problema de programacao linear tem 6timo finito, entao um ponto extremo deve ser 6timo do
problema de programacao linear. Essa propriedade é fundamental na construcao do método pri-
mal simplex ja que essa propriedade sugere que a solu¢ao étima de um problema de programacao
linear deve ser procurada apenas nos pontos extremos. Esses dois teoremas sao provados de forma
trivial encontrando um problema linear equivalente ao problema original de programacao linear e
com a ajuda do Teorema Geral da Representacao. Esse tipo de problema de programacao linear
equivalente chamamos de Problema de Programagao Linear Equivalente Nimero 1 (PLE No. 1).

Apoés provar que o é6timo finito de um problema de programacao linear é um ponto extremo,
entao o método primal simplex precisa de um ponto extremo para iniciar o processo de otimizacao.
Portanto, no desenvolvimento do método primal simplex apresentado neste capitulo, o processo
de otimizagao ¢ iniciado com a informacao fornecida de um ponto extremo. Caso nao exista
um ponto extremo disponivel, deve-se desenvolver uma estratégia especial para encontrar um
ponto extremo e esse topico é desenvolvido no préximo capitulo. Também neste estagio, deve-
se montar um modelo padrao de problemas de programacao linear, isto é, deve-se escolher um
tipo de estrutura chamado de modelo padrao que basicamente consiste em transformar todas as
restrigoes em restrigoes de igualdade (A x = b) e as varidveis em varidveis nao negativas (x > 0).
Assim, se um problema de programacao linear nao esta padronizado, entao o passo inicial deve ser
padronizar esse problema. Essa estrutura é preferivel e chamada de padrao porque nessa estrutura
podemos realizar as operacoes elementares de matrizes sem problemas e, principalmente, porque
precisamos caracterizar um ponto extremo desde um ponto de vista algébrico. Nesse contexto
aparece o conceito de solugao bésica factivel como sendo totalmente equivalente a ponto extremo.
A equivaléncia entre os conceitos de ponto extremo apresentados no capitulo anterior e o conceito
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de solucao basica factivel apresentada neste capitulo é totalmente fundamental para entender
plenamente a teoria relacionada com o método simplex de resolucao de problemas de programacao
linear e para provar muitos teoremas relacionados com problemas de programacao linear.

Apoés aceitar que existe um ponto extremo disponivel para um problema de programacao
linear, o proximo passo consiste em provar se esse ponto extremo é 6timo ou nao é 6timo. Essa
prova é possivel, isto é, se conhecemos um ponto extremo entao, de forma trivial, pode-se provar
se esse ponto extremo é 6timo ou nao é 6timo. Deve-se enfatizar que essa prova é realizada
apenas conhecendo o ponto extremo em analise e sem conhecer os outros pontos extremos. Essa
propriedade é provada montando o chamado problema de programacao linear equivalente niimero
2 (PL Equivalente No. 2).

Se for verificado que o ponto extremo disponivel é 6timo do problema de programacao linear
(verificagdo realizada usando o PL Equivalente No. 2), entao foi encontrada a solu¢do 6tima
do problema de programacao linear. Em caso contrario, deve-se encontrar uma estratégia para
passar do ponto extremo corrente para um ponto extremo adjacente e de melhor qualidade. Essa
estratégia é desenvolvida a partir do PL Equivalente No. 2. Assim, a partir de um ponto extremo
que nao é 6timo, pode-se passar para um ponto extremo adjacente e de melhor qualidade que
o ponto extremo corrente. Na continuacao, verificamos se esse novo ponto extremo é étimo. Se
nao for 6timo, entao passamos para um novo ponto extremo adjacente e de melhor qualidade.
Repetindo essa estratégia encontramos o ponto extremo 6timo em um numero finito de passos
porque o numero de pontos extremos € finito de acordo com o Teorema Geral da Representacao.
Nessa estratégia de passagem de um ponto extremo para um ponto extremo adjacente e de melhor
qualidade, deve-se incorporar um mecanismo que permita verificar se o problema de programacao
linear é ilimitado.

Em resumo, o método primal simplex inicia o processo de otimizacao de um problema de
programacao linear a partir de um ponto extremo que deve estar disponivel. Assim, inicialmente
verifica se esse ponto extremo é 6timo ou nao é 6timo. Se nao for 6timo, entao o método encontra
um novo ponto extremo que é adjacente e de melhor qualidade. Essa estratégia permite resolver o
problema em um nimero finito de passos e encontrando o ponto extremo 6timo ou informando que
o problema ¢ ilimitado. Finalmente, esse PL. Equivalente No. 2 é colocado em formato de quadro,
chamado de quadro simplex, que é a estrutura mais usada para implementar o método primal
simplex. Ao contrario de outros livros, neste livro foi incorporado o nome primal para denominar
o método principal para resolver problemas de programacao linear. Posteriormente, apresenta-se
um método alternativo chamado de Método Dual Simplex. Assim desde o inicio chamamos o
método simplex como Método Primal Simplex.

3.2. Prova de Otimalidade do Método Simplex

Nesta Secao, apresentamos a teoria basica relacionada com a otimalidade de problemas de
programacao linear. Assim, deve-se provar as condi¢oes nas quais um problema é ilimitado e as
condigOes nas quais um problema de programacao linear tem étimo finito. Adicionalmente, se for
verificado que o 6timo de um problema de programacao linear é finito, entao deve-se provar que
um ponto extremo deve ser 6timo do problema de programacao linear. Para realizar essas provas
de forma trivial, precisamos encontrar um problema de programacao linear equivalente, chamado
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de PL Equivalente No. 1, que representa um tépico muito importante deste Capitulo.

3.2.1. Primeiro Problema Equivalente de Programagao Linear

Um problema de programacao linear padrao assume a seguinte forma:

min z(x) = cx
Ax=b (3.1)
x>0

em que X = {Axz =0b; x>0} é um conjunto convexo poliedral que representa as restrigdes do
problema de programacao linear original.

Nesse contexto, vamos encontrar um problema de programacao linear totalmente equivalente ao
problema anterior, mas com a particularidade de que esse novo problema equivalente seja resolvido
de forma totalmente trivial. Para encontrar esse problema de programacao linear equivalente, que
chamamos de PL equivalente No. 1, usamos o Teorema Geral da Representacao (TGR).

Supor que o problema de programagao linear (3.1) tem k pontos extremos dados por 1, xa, . . ., Ty
e | direcoes extremas dadas por dq,ds, ..., d;.

De acordo com o TGR se x € X, entao o ponto x pode ser representado por uma combinacao
convexa dos pontos extremos de X mais uma combinacao linear nao negativa das diregoes extremas
de X. Portanto, para um x € X temos o seguinte:

k l
v =3 \iwy+ Y _pd;
j=1 j=1

reX = q j=1 (3.2)

>0 j=1,2... 1

Portanto, o problema de programacao linear original mostrado em (3.1) pode ser transformado
em outro problema de programacao linear equivalente que, adicionalmente, é muito mais simples
de resolver do ponto de vista conceitual. Esse novo problema é representado apenas em funcao
das variaveis \; e p1;. Assim, apenas precisamos substituir o z € X de (3.2) na funcdo objetivo de
(3.1) para encontrar o seguinte problema de programacao linear equivalente:

min z(x) = cx
s.a.
k
DA =1
=1
)\JZO j:1,2,.. ,k
i >0 j=1,2...,1



min z(A,p) = Y (caj)A; + Z:(C dj)

Jj=1
S.Q.

YN =1
j=1

Aj=200 g
pi=0

1,2,....k
1,2,...,1

Y

que, neste livro, é chamado de problema de programacao linear equivalente No. 1. Adicionalmente,
deve-se observar que existe a seguinte relagao muito importante:

k l
j=1 j=1

Observacoes importantes: Em relagao ao PL equivalente No. 1, as seguintes observacoes sao
muito relevantes:

1. Deve-se observar que os termos (c x;) e (c d;) s@o escalares que assumimos conhecidos (z;
é um ponto extremo e d; é uma direcao extrema de X) e, portanto, nesse novo PL as variaveis
de decisao estao representadas pelas varidveis A; e p;.

k
2. O PL equivalente tem apenas uma restricao tradicional, isto é, Z/\j = 1 que na verdade
j=1
é uma restricao muito simples. As outras sao restrigoes simples de nao negatividade. Assim,
o novo PL tem apenas uma restricao e essa restricao é muito simples. Adicionalmente, esse
nimero de restrigoes tradicionais nao depende do tamanho do problema de programacao
linear original, isto é, do PL (3.1).

3. O numero de variaveis do problema equivalente pode ser muito grande. Assim, o niimero de
variaveis desse PL depende do ntimero de pontos extremos e do niimero de direcoes extremas
do PL original. Assim, para problemas de PL de tamanho razoavel, o nimero de variaveis
do novo PL pode ser muito grande.

4. O novo PL equivalente pode ter pouca utilidade pratica ja que, para montar esse PL, devemos
encontrar todos os pontos extremos e todas as diregoes extremas do PL original, e sabemos
que essa tarefa é muito demorada. Entretanto, esse PL equivalente tem uma utilidade tedrica
muito grande ja que permite provar de forma trivial dois teoremas importantes da teoria de
resolucao de problemas de programacao linear.

5. Finalmente, reiteramos que o problema de PL original e o problema de PL equivalente No.
1 sao totalmente equivalentes e, portanto, possuem a mesma solucao 6tima.

Exemplo 3.1: Encontrar o PL equivalente No. 1 do seguinte problema de programacao linear:
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min z(z) = x1 — 31y
s.a.
—r1+ 22 <2
—r1+ 229 <6
I 2 0
) Z 0

Os pontos extremos e as direcoes extremas do PL anterior podem ser encontrados usando a
mesma estratégia usada nos exemplos 2.12 e 2.16 do capitulo anterior. Também, j& que o problema
original estd no espaco F2, essas informacoes podem ser obtidas de forma grafica usando o diagrama

da Figura 3.1.

6 4

Figura 3.1: Pontos extremos e direcoes extremas do problema do Exemplo 3.1.

Portanto, os pontos extremos e as dire¢oes extremas do PL original sao os seguintes:

Pontos extremos — x; = l 81 Lo = lg] Ty = [Z]

Direcoes extremas — d; = l (1) ] dy = [ ? 1

Portanto, qualquer ponto x factivel do problema original pode ser representado da seguinte

forma:
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xr = )\1$1 + )\21132 + )\3!B3 + ﬂldl + #de

8o 2 1] 3]s

Para montar o PL equivalente, precisamos encontrar os coeficientes das varidveis A; e p; e
procedemos da seguinte forma:

cx1:[1—3}l8]=0 cxgz{l—B}[g]:—G cx3:[1—3}lﬂ:—10

cd1=[1—3]lé]=1 cd2=[1—3]lﬂ=—1

Com os escalares encontrados podemos montar o PL equivalente que assume a seguinte forma:

min z(A, ;) = 0\ —6 Xa — 10 A3+ g — o
s.a.
AMF+A+A=1
A1y A2, Az, iy, prz > 0

Pode-se observar que para resolver o PL equivalente nao sao necessarios conhecimentos sofisti-
cados de otimizacao, apenas bom senso. Devemos observar que todas as variaveis de decisao devem
ser nao negativas, que a soma das variaveis tipo \; deve ser igual a 1 e que pretendemos encontrar
o menor valor possivel para a fungao objetivo z(\, ). Assim, usando apenas o bom senso fixamos,
por exemplo, 1 = 0, A\; = A2 = 0, A3 = 1 (na verdade estamos escolhendo qualquer combinagao de
varidveis tipo A; cuja soma seja igual a 1) e pg — 00. Essa combinacao faz com que z(A, i) — —oo.
Portanto, o problema é ilimitado, isto é, o problema nao tem solucao 6tima finita. Finalmente,
podemos observar de forma trivial que se uma variavel tipo p; tiver coeficiente negativo, entao o
problema de programagao linear é ilimitado. Usaremos essa propriedade para provar as condi¢oes
nas quais um problema de programacao linear é ilimitado.

Exemplo 3.2: Encontrar o PL equivalente No. 1 do seguinte problema de programacao linear:

min z(x) = 4xy — x9
s.a.
—r1+ 19 <2
-1+ 229 <6
T Z 0
) Z 0

Os pontos extremos e as direcoes extremas do PL sao os mesmos do Exemplo 3.1. Assim,
qualquer ponto x factivel do problema original pode ser representado da seguinte forma:
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xr = )\1%1 + )\2.%2 + )\31‘3 + Hldl + /Lgdg

GG A

Para montar o PL equivalente precisamos encontrar os coeficientes das varidveis A\; e p; e
procedemos da seguinte forma:

cry = | 4 —1}[8]:0 cry = | 4 —1][2]:-2 crs = | 4 —1“2]:4

cdy = | 4 —1][(1)]:4 cdy = [ 4 —1]“]:7

Com os escalares encontrados podemos montar o PL equivalente que assume a seguinte forma:

min z(A, 1) = 0N —2 o +4 A3+ 4pg + T
S.a.
M+ A+ A3=1
)\1,)\2,)\3,#1,#2 Z 0

O PL equivalente mostrado acima também pode ser resolvido de forma trivial. Assim, usando
apenas o bom senso fixamos, por exemplo, 1 = uy = 0 (fixando essas varidveis no menor valor
possivel ja que um valor diferente apenas aumentaria o valor de z(A, 1)). Em relagao as varidveis
tipo A;, alocar o maximo valor possivel para aquela varidvel que tem o menor coeficiente. Portanto,
trivialmente, escolhemos Ay = 1 e Ay = A3 = 0 para encontrar o menor valor possivel de z(\, u).
Assim, a solugao 6tima do problema equivalente assume a seguinte forma:

[L1:/L2:>\1:/\3:0 )\2:1:>Z<)\,[L>:—2

Substituindo a solu¢do anterior em (3.4) encontramos o seguinte:

w=loforlz w3 oy Jos|Fo=]3]--

que mostra que a solucao étima é o ponto extremo xs. Finalmente substituindo o valor de x5 =
(0,2) na fungao objetivo original encontramos o seguinte:

z2(x) =4(0) = 1(2) = =2 = z(z) = -2
que mostra que z(z) = z(A, u) = —2 como era esperado ja que ambos problemas sdo equivalentes.
Usaremos essa propriedade para provar que se um problema de programacao linear tem solucao

6tima finita, entdo um ponto extremo é 6timo do problema de programagao linear (o ponto extremo
z9 no Exemplo 3.2).
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3.2.2. A Prova de que um Problema de Programacao Linear é Ilimi-
tado

Teorema 3.1: Mostra as condi¢oes em que existe solucao étima finita para um problema de
programagao linear.

Se a regiao factivel de um problema de programacao linear é nao vazia, entao existe solugao
Otima finita para esse problema de programagao linear <= c d; > 0 para j = 1,2,...,l e onde
dyi,ds, ..., d; sao as direcoes extremas da regiao factivel do problema de programacao linear. Em
caso contrario, isto ¢, se existe um c d; < 0, entao o problema de programacao linear ¢ ilimitado.

Prova: O Teorema 3.1 pode ser provado de forma trivial analisando o Problema Equivalente No.
1 apresentado em (3.3). Assim, se existe solugao étima finita para o PL mostrado em (3.3), entao
cada coeficiente c d; de cada p1; deve ser tal que ¢ d; > 0 ja que em outro caso nao existe garantia de
6timo finito para o PL. Por outro lado, se todos os coeficientes ¢ d; > 0, entao o 6timo do PL tem
que ser finito porque, nesse caso, fazemos trivialmente todos os p1; = 0 e a outra parcela da funcao
objetivo é finita porque cada \; é finito (observemos que 0 < \; < 1). Finalmente, observemos que
se apenas um ¢ d; < 0, entao o problema de PL ¢ ilimitado j& que, nesse casso, fazemos trivialmente
todos os outros p1; = 0 e apenas o p; relacionado com o coeficiente ¢ d; < 0 deve assumir um
valor de ;1 — oo tornando a fungdo objetivo z(\, ) — —oo e assim o problema é ilimitado (nesse
contexto os valores dos A; podem assumir qualquer valor no intervalo 0 < \; < 1).

Portanto, para que exista um étimo finito de um PL precisamos que todos os coeficientes
cd; > 0 onde d; é uma direcdo extrema do conjunto convexo X (veja os Exemplos 3.1 e 3.2).

3.2.3. A Prova de que um Problema de Programacao Linear tem
Otimo Finito

Teorema 3.2: Mostra que a solucao 6tima finita para um problema de programacao linear é um
ponto extremo.

Se existe solucao 6tima finita para um problema de programacao linear = um ponto extremo
é solugao o6tima do problema de programacao linear.

Prova: O Teorema 3.2 também pode ser provado de forma trivial analisando o Problema Equi-
valente No. 1 apresentado em (3.3). Assim, se existe solugao 6tima finita, entdo ja sabemos que
todos os ¢ d; > 0. Nesse contexto, para encontrar de forma trivial a solu¢ao étima do problema de
PL mostrado em (3.3), fixamos todos os y; no menor valor possivel, isto é, y; =0; Vj=1,2,...,1
para que a segunda parcela da funcao objetivo seja igual a zero (o menor valor possivel). Agora
supor que o indice k identifica a varidvel \; que tem o menor coeficiente (¢ zy). Nesse contexto,
também de forma trivial, o 6timo do PL ¢ encontrado fixando Ay = 1 e todos os outros \; = 0
j& que essa estratégia produz o menor valor possivel para z(A, u). Assim, de forma trivial foi
encontrada a solugao étima do problema (3.3), que usando (3.4) assume a seguinte forma:

k 1
v= N+ > pd; = (3.6)
j=1 j=1
que mostra que o ponto extremo xy é solugao étima do PL mostrado em (3.3).
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Finalmente, deve-se observar que o Teorema 3.2 prova que um ponto extremo deve ser 6timo
do PL mostrado em (3.3). Portanto, isso nao descarta a possibilidade de que algum ponto nao
extremo também seja 6timo do PL mostrado em (3.3). Assim, por exemplo, se um problema de PL
com a forma apresentada em (3.3) tiver trés varidveis A\; com os menores coeficientes e iguais em
valor, entao qualquer um deles pode assumir o valor A\; = 1 o que prova que existem trés solugoes
otimas alternativas que sao pontos extremos. Entretanto, todos os pontos factiveis obtidos como
uma combinacao convexa desses pontos extremos também sao solugoes étimas do PL e esses pontos
nao sao pontos extremos.

Exemplo 3.3: Encontrar o PL equivalente No. 1 do seguinte problema de programacao linear:

min z(r) = x1 — 9
s.a.
—r+ 19 <2
-1 + 2.732 S 6
T Z 0
) Z 0

Os pontos extremos e as direcoes extremas do PL sdao os mesmos do Exemplo 3.1. Assim,
qualquer ponto x factivel do problema original pode ser representado da seguinte forma:

Tr = )\11‘1 + )\QSL’Q + >\3x3 + /Jqdl + Mgdg

[t e et e

Para montar o PL equivalente precisamos encontrar os coeficientes das varidveis A\; e p; e
procedemos da seguinte forma:

ar=[11]|g]=0 em=[1 ][y =1 a]]]]-

cd1:[1—1][é]:1 cd2:[1—1][ﬂ:1

Com os escalares encontrados podemos montar o PL equivalente que assume a seguinte forma:

min z(A, 1) = 00X —2 Ao —2 A3+ pg + po
s.a.
A+ A+ XA3=1
Aty Ao, Az, g, pe > 0

O PL equivalente mostrado acima pode ser resolvido de forma trivial. Assim, escolhemos
p1 = pz = 0 (fixando essas varidveis no menor valor possivel ja que um valor diferente apenas
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aumentaria o valor de z(\, 1)). Em relacdo as varidveis tipo \;, alocar o maximo valor possivel
para Ay = 1 ou para A3 = 1. Portanto, trivialmente, verificamos que os pontos extremos x5 e x3
sao pontos extremos 6timos. Adicionalmente, levando em conta (3.7), qualquer ponto que cumpre
com a seguinte relagao:

$:[g‘|AQ+[Z‘|A3 com )\2+)\3:1, )\2,)\320:>

x:[g])\g—kli](l—&) com M\ >0

também ¢ solugao 6tima do problema, isto é, qualquer ponto no segmento de reta que une x, e x3
também é 6timo do problema de PL. A solugao étima é a seguinte

z(A\p) =z2(x) = -2 = z(z) = -2

Exemplo 3.4: Encontrar e resolver o PL equivalente No. 1 do seguinte problema de programacao
linear:

min z(x) = 1z — 2%y
s.a.
-1+ 29 <2
—r1+ 229 <6
I Z 0
T9 Z 0

Os pontos extremos e as direcoes extremas do PL sdo os mesmos do Exemplo 3.1. Assim,
qualquer ponto x factivel do problema original pode ser representado da seguinte forma:

xr = )\1%1 + )\Q.TQ + )\31‘3 + Nldl + /Lgdg

St O S PR A

Para montar o PL equivalente, precisamos encontrar os coeficientes das varidveis \; e pu; e
procedemos da seguinte forma:

ey = [1 —2] [8] =0 ey = [1 —2} lg} =4 T3 = [1 —2} li] =6

%-“—ﬂ[”-l %_“—ﬂ[ﬂ_o



Com os escalares encontrados podemos montar o PL equivalente que assume a seguinte forma:

min z(A,pu) = 0 —4 Xy —6 N3+ pg + Opuo
s.a.
AL+ Ao +)\3 =1
A1, A2, Az, pha, e > 0

O PL equivalente mostrado acima pode ser resolvido de forma trivial. Assim, escolhemos
1 = pe = 0 (fixando essas varidveis no menor valor possivel ja que um valor diferente apenas
aumentaria o valor de z(\, 1)). Em relacdo as varidveis tipo A;, alocar o maximo valor possivel
para A3 = 1. Portanto, trivialmente, verificamos que o ponto extremo x3 é a solucao 6tima do
PL. Entretanto, se pus # 0, a fungao objetivo nao varia e continua sendo étima. Assim, neste
caso o ponto extremo x3 é solugao étima do problema, mas também todo ponto do raio que tem
como vértice o ponto extremo x3 e como direcao a direcao extrema ds também é solugao 6tima do
problema de PL. Portanto, estamos no caso em que existe um raio 6timo para o problema que, de
acordo com (3.8), assume a seguinte forma:

2 2
x:[él]—i_[l]m com fip >0
A solucao étima é a seguinte
z(Ap) = z2(x) = =6 = z(z) = —6

Observacao importante: Deve-se observar novamente que nao é pratico montar o problema
de programacao linear equivalente No. 1 para resolver um problema de programacao linear. O
motivo fundamental é que a tarefa de encontrar os pontos extremos e as diregoes extremas é muito
onerosa do ponto de vista de processamento. Assim, o problema de programacao linear equivalente
No. 1 é montado apenas para provar os Teoremas 3.1 e 3.2. Apds aceitar as consequéncias dos
Teoremas 3.1 e 3.2, isto é, apds concordar que o ponto extremo de um problema de PL é 6timo
desse PL, entao devemos implementar uma estratégia eficiente que permita procurar a solugao
otima analisando apenas pontos extremos. Esse método sistematico é chamado de método primal
simplex, que é apresentado adiante.

3.2.4. Padronizacao de um Problema de Programacao Linear

Para que seja possivel uma analise algébrica adequada, um problema de programacao linear
deve estar na chamada forma padronizada. Assim, um problema de programacao linear se encontra
na forma padronizada se assume a seguinte estrutura:

Min z(z) = cx
s.a.
Az=0»
x>0
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A estrutura das restrigoes na forma A x = b e x > 0 é obrigatoria em toda forma padronizada.
Entretanto, a forma de escolha de minimiza¢do na funcdo objetivo é opcional (pode também
assumir a forma Max z(x)), mas é a alternativa escolhida neste livro.

Portanto, se um problema de programagao linear nao se encontra na forma padronizada e se
pretendemos resolver esse problema usando o método primal simplex, entao deve-se proceder com
a padronizacao. Para padronizar um problema de programagao linear procedemos da seguinte
forma:

= Se a fungdo objetivo se encontra na forma de Maz f(x), entdo procedemos a transformar
para a forma de minimizagao da seguinte forma: Max f(z) <= Min — f(x) = Min z(z).

» Uma restricao na forma a‘z < b; é transformada na forma de igualdade usando uma varidvel
de folga nao negativa x,; na seguinte forma:

a'w <by = a'T+ Tpyi = b Tpei >0

» Uma restricao na forma a’x > b; é transformada na forma de igualdade usando uma varidvel
de excesso nao negativa x,; na seguinte forma:

a'r > b= a'v —x,; =b;; Tp; >0
= Uma varidvel irrestrita é substituida por duas varidveis nao negativas da seguinte forma:

r : ot e ot R
x; Irrestrita = z; = —x;; z; 20, 27 >0

Exemplo 3.5: Encontrar a forma padronizada do seguinte problema de programacao linear:

max f(z) = —2x1+ 29
s.a.
2£L‘1 + 29 S 12
-1 + 2272 2 6
xy Iirrestrito
To 2 0

O PL anterior é transformado na forma padronizada da seguinte forma:

A fungao objetivo de minimizagao assume a seguinte forma: min z(x) = 2z, — x».

A restricao 2x1 + xo < 12 é substituida pela forma: 2z + 9 + 3 = 12; 23 > 0.

A restricao —xq + 2x9 > 6 é substituida pela forma: —xq + 229 — x4 =6; 4 > 0.

A varidvel z; irrestrita é substituida pela forma: z; = 2 — 7.
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Portanto, o problema de programacao linear na forma padronizada assume a seguinte forma:

min z2(z) = 2z{ — 227 — 29
s.a.
201 — 207 + 1y + 23 = 12
—xy +a] + 21— 24 =6
7 >0
7 >0
$220
$320
Q3420

3.2.5. Outras Aplicacoes do Teorema Geral da Representacao: A De-
composicao de Dantzig-Wolfe

Anteriormente foi usado o Teorema Geral da Representacao para encontrar o Problema de
Programacao Linear Equivalente No. 1. Entretanto, o TGR pode ser usado para gerar uma grande
familia de problemas de programacao linear equivalentes ao problema de programacao linear ori-
ginal. Outra grande aplicacao do TGR ¢é a formulacao de um problema de programacao linear
equivalente que permite a aplicagao da técnica de decomposicao matematica de Dantzig-Wolfe.

3.3. Solucao Basica Factivel e seu Equivalente com o Pon-
to Extremo

Nesta Secao é analisada a propriedade fundamental que relaciona os pontos extremos com as
chamadas solugoes bésicas factiveis. Essa relagao é fundamental para entender de forma adequada
as principais propriedades relacionadas com a resolucao de problemas de programacao linear.

3.3.1. Definicao de Solugao Basica Factivel

Seja o seguinte conjunto convexo:

X={z:Az=0b, x>0} (3.9)

onde a matriz A é de dimensao m x n, o vetor b é de dimensao m e Posto[A, b] = Posto[A] =m
com m < n.

No sistema (3.9) sempre ¢é possivel montar o seguinte arranjo:

x:ﬁﬂ A=[B N|

onde a matriz quadrada B,,x, ¢ chamada de matriz basica e tem inversa. A matriz Ny,x(n—m)
é chamada de matriz nao basica. Nesse contexto, pode-se realizar as seguintes transformacoes:
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[B N][iﬂ:b:BmB+NmN:b:>

rp=B"'0— BN ay (3.10)

Assim, para o sistema mostrado em (3.10), define-se os seguintes conceitos fundamentais:

» Uma solugao basica (SB) para o sistema (3.10) (e portanto para o sistema (3.9)) é aquela
encontrada fazendo xy = 0 em (3.10) e resolvendo o sistema restante para encontrar a
seguinte solucao:

I’B:B_lb ZL‘NZO

» Uma solugao béasica factivel (SBF) para o sistema (3.10) (e portanto para o sistema
(3.9)) é aquela encontrada fazendo zy = 0 em (3.10) e se apds resolver o sistema restante
encontramos a seguinte solucgao:

xp=B'b>0 xy =0

Observagao importante: Nas definicoes mostradas anteriormente, deve-se observar que toda
SBF ¢é também SB mas nem toda SB é SBF. Deve-se observar que uma SB é obrigada a cumprir
apenas a relacao A x = b enquanto que uma SBF deve cumprir as restricoes A x =be x > 0 e,
portanto, é factivel para X, isto é, x = (xp,zy) pertence a X. Adicionalmente, deve-se observar
que uma SB nao necessariamente pertence a X. Nesse contexto, B é chamada de matriz basica,
N é chamada de matriz nao basica, xp é o vetor de varidveis basicas e x é o vetor de variaveis
nao basicas.

3.3.2. Estratégia Para Encontrar as Solugoes Basicas Factiveis

No Capitulo anterior foi apresentada uma estratégia para encontrar os pontos extremos de
um conjunto convexo poliedral. Assim, também existe uma estratégia para encontrar as solugoes
bésicas factiveis de um conjunto convexo apresentado na forma do sistema (3.9). Adicionalmente,
deve-se observar que a SBF foi definida para um conjunto convexo do sistema (3.9) (com as
restrigoes A x = b) enquanto os pontos extremos foram definidos em um contexto muito mais
geral (podem aparecer restrigoes de igualdade e desigualdade e as restri¢oes triviais podem ou nao
estar presentes). Portanto, para encontrar os pontos extremos do conjunto convexo apresentado
em (3.9), pode-se implementar a seguinte estratégia:

1. O nimero maximo de candidatos a SBF é encontrado usando a seguinte relagao:

n n!
Nmam - = 7\
( m ) (n —m)! m!
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2. Para cada candidato a SBF fazer o seguinte:

a) Montar a matriz B formada por m colunas da matriz A.

b) Resolver o sistema B xp = b, isto é, resolver um sistema de m equagoes com m
incognitas. Esse processo de resolucao pode levar a trés tipos de solucao.

= Se a matriz B nao tem inversa entao a proposta candidata a SBF nao representa
uma SBF (estamos pretendendo resolver um sistema que nao tem solugao).

= Se a matriz B tem inversa e a solucao encontrada xp > 0, entao foi encontrada
uma SBF.

= Se a matriz B tem inversa e a solucao encontrada xp apresenta algum elemento

negativo, entao foi encontrada apenas uma SB, mas essa proposta nao representa
uma SBF.

Observacao importante: Usar a estratégia anterior pode ser muito demorado ja que para ana-
lisar cada candidato a SBF, deve-se resolver um sistema algébrico linear de m equacoes com m
incégnitas. Assim, essa estratégia é usada apenas em carater ilustrativo e para problemas com
um numero reduzido de variaveis como também acontece quando se pretende encontrar os pontos
extremos de um conjunto convexo.

Exemplo 3.6: Encontrar as solugoes basicas factiveis do seguinte problema de programacao linear:

min z(x) = cx
s.a.
-1+ 29 <2
—r1+ 2259 <6
I Z 0
€T9 Z 0

Deve-se observar que apenas precisamos conhecer os dados das restricoes. Inicialmente, deve-
se transformar as restricoes de desigualdade em restrigoes de igualdade usando variaveis de folga
(essa transformacao é obrigatdria quando se pretenda encontrar as SBFs do problema e nao era
obrigatdria quando se pretende encontrar os pontos extremos). Assim, o conjunto convexo formado
pelas restricoes do problema de programacao linear assume a seguinte forma:

—X1 + T + T3 =2
—x1+2r2+  x4=06
x120
Z’QEO
x'gZO
SL’4ZO

ze X —=

Assim, a parcela correspondente ao sistema A x = b para o problema assume a seguinte forma:

xy
[ -1 2 01 ] zs | [ 6 ] — Posto[A, b] = Posto[A] =2
Ty
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-1 110
A_[—1201]

Portanto, a matriz A tem 4 colunas e com duas dessas colunas pode ser montada uma matriz
B. Encontramos as SBF's do problema usando o algoritmo apresentado anteriormente.

1. O numero de candidatos a SBF é o seguinte:

4!
Nmaz = 57757 = 6
2. Avaliamos cada um dos 6 candidatos a SBF.

s As colunas de z; e x9 formam a matriz B:

S EHEEREHE

e S I HEH

Assim, como todas as varidveis bésicas sao nao negativas (r; = 2 e xo = 4), entdao B
identifica uma SBF com zp = (z1,22) = (2,4) e xny = (23, 24) = (0,0).

= As colunas de z; e x3 formam a matriz B:

! -1 1 4 |0 -1
xB_lx?)]:HB_l_l O]:>B _ll _1]:>

. T . 17 0 —1 2 . —6
st Rl
Assim, como as duas varidveis bésicas sdo negativas (r; = —6 e x3 = —4), entdo B nao
representa uma SBF.

s As colunas de z; e x4 formam a matriz B:

Ty -1 1

I I N T I S0 20 | -2
st E I
Assim, como a varidvel bésica z; é negativa (x; = —2), entdo B nao representa uma
SBF.
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= As colunas de x5 e x3 formam a matriz B:

ol

o T2 i 1 1 -1 _
xB—[wgliB—lQ 0]:>B = —

6 -1

&
sy
|
[ —]
SR
w N
.
I
S
L
S
I
— @]
|
[N
| — |
[\
| I
|
| — |
w
||

N

Assim, como a varidvel bésica x3 é negativa (x3 = —1), entdao B nao representa uma

SBF.
s As colunas de 29 € x4 formam a matriz B:

xszlii]iB:lé (1)]:>B‘1:l_; (1)]:>

R S I IH

Assim, como todas as varidveis bésicas sao nao negativas (ro = 2 e x4 = 2), entao B
identifica uma SBF com zp = (z9,24) = (2,2) e xny = (21, 23) = (0,0).

= As colunas de z3 e x4 formam a matriz B:

azgzlii]:B:[é (1)]:>B‘1:lé (1)]:>

=\ n)=m= o] (6] =[5 ]

Assim, como todas as varidveis bésicas sao nao negativas (r3 = 2 e x4 = 6), entao B
identifica uma SBF com xp = (x3,74) = (2,6) e xny = (21, 22) = (0,0).

Portanto, o conjunto convexo do Exemplo 3.6 apresenta 3 solucoes basicas factiveis, isto é, os
pontos (2,4,0,0), (0,2,0,2) e (0,0,2,6). Esses pontos, projetados no espago E? representam os
seguintes pontos: (x1,x2) = (2,4), (z1,22) = (0,2) e (x1,22) = (0,0). Veja na Figura 3.1 que esses
pontos representam os pontos extremos do problema do Exemplo 3.6. Assim, as SBFs do problema
do Exemplo 3.6 também sao pontos extremos do problema do Exemplo 3.6. Esse fato nao é uma
coincidéncia e na verdade representa uma das caracteristicas mais importantes relacionadas com
a resolucao de problemas de programacao linear.
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3.3.3. Teorema Fundamental que Relaciona Pontos Extremos e Solugoes
Basicas Factiveis

Teorema 3.3: Teorema que relaciona um ponto extremo com uma solucao béasica factivel.
Um ponto = € X no sistema (3.9) representa uma SBF <= z é um ponto extremo.

Prova: A prova é realizada no contexto do seguinte problema de programacao linear:

Min z(z) = cxz
s.a.

Ax =

x>0

em que Posto[A] = Posto[A, b)) =me X ={x: Axz=10b; x> 0}.
=—> Se z é um ponto extremo de X entao x é uma SBF de X:

Se x € X é um ponto extremo de X, entao em z existem n hiperplanos ativos linearmente
independentes (LI). Deve-se observar que em A x = b sempre existem m hiperplanos ativos LI
e, portanto, em z devem existir p = (n — m) hiperplanos ativos do conjunto de n subespagos
representados em x > 0. Agrupemos esses p hiperplanos na forma xy = 0. Portanto, o sistema
algébrico A x = b; xny = 0 formado por n equagoes e n incégnitas deve ter solugao unica
(veja que estd representado pela intersegao de n hiperplanos ativos linearmente independentes).
Agora, seja N a submatriz de A das colunas das variaveis em zy e B a submatriz restante de A
representando as colunas das outras variaveis agrupadas em . Como A x = b pode ser escrito
na forma B xg + N xny = b e com zy = 0, entao B tem inversa porque o sistema tem solucao
tinica e, portanto, temos que xp = B~'b > 0 ja que € X e, portanto, x > 0. Finalmente, como
rp =B >0exy=0,entao x = (zp,ry) é uma SBF de X.

<= Se r é uma SBF de X entao x é um ponto extremo de X:

Pela defini¢ao de SBF sabemos que para um ponto x que representa uma SBF, x = (zp, 2x)
com A= [B NJ, entao temos que zg = B~'b > 0 e xy = 0. Entretanto para um z desse tipo
existem n hiperplanos ativos na caracterizacao desse ponto, isto é, os m hiperplanos de A x = b
que sempre se encontram ativos e os (n —m) hiperplanos ativos relacionados com xy = 0 e desde
que exista B~! o que garante que os hiperplanos sao linearmente independentes. Portanto, se n
hiperplanos LI se encontram ativos em x, entao x é um ponto extremo.

Observagoes importantes: Em relagao ao ponto extremo e SBF, as seguintes observacoes sao
muito importantes:

1. A cada ponto extremo estd associada uma SBF e vice-versa.

2. Podem existir varias submatrizes B representando uma base de uma SBF. Neste caso existe
uma SBF degenerada em que existem mais de n hiperplanos ativos no espago E™ no ponto
x. O numero adicional de hiperplanos ativos indica o grau de degeneragao do ponto x.
Alternativamente, o grau de degeneracao de um ponto x pode ser quantificado pelo niimero
de elementos iguais a zero em xp.
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3. Se existe mais de uma base representando uma SBF ou ponto extremo, entao o ponto
extremo é degenerado. Entretanto, o contrario nem sempre é verdadeiro, isto €, se um ponto
extremo ¢é degenerado, nao necessariamente existe mais de uma base representando esse
ponto extremo.

3.3.4. Solucgao Basica Factivel Degenerada

Uma SBF é chamada de degenerada quando, dada uma base B, algum elemento de xg é igual
a zero. Alternativamente, pode-se dizer que um ponto extremo x é degenerado se nesse ponto
existem mais de n hiperplanos ativos. Assim, o numero de hiperplanos ativos adicionais ou o
nimero de elementos com valores iguais a zero determina o grau de degeneragao de um ponto
extremo ou de uma SBF. Uma SBF degenerada pode produzir problemas na técnica de solucao
de um problema de programacao linear porque podem existir varias submatrizes B identificando
a mesma SBF.

Exemplo 3.7: Existéncia de SBF degenerada.

Encontre as SBFs do seguinte conjunto convexo poliedral:

—ry+ 19 <2
-1+ 229 <6
reX = To < 4
5(7120
1'220

A Figura 3.2 mostra a regiao factivel desse problema.

Para encontrar as SBFs de X transformamos esse conjunto na forma de restri¢oes de igualdade
da seguinte forma:

—X1 + T + T3 =2

—x1+2x2 + x4 =6
ZL‘Q—I— 1'5:4

xle

xQZO

56320

513420

1'520

re X —

Nesse contexto, a matriz A assume a seguinte forma:

A= | —

O = =
— N =

1 00
010
0 01

Assim, existem 10 candidatos a SBF (ver Exemplo 3.6). Neste caso vamos analisar apenas trés
desses candidatos, isto €, os candidatos relacionados com o ponto extremo P mostrado na Figura
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® : : : -
1 2 3 4 N
Figura 3.2: Existéncia de SBF degenerada.

3.2. Assim, vamos provar que esse ponto extremo (ou SBF) é representado por trés submatrizes
basicas diferentes. Assim, dos 10 candidatos a SBF analisamos apenas os trés seguintes:

1. Caso 1: Submatriz B formada pelas colunas de xq, x5 € x3:

11 1 0 —1 2
B=|-120|=B'=|0 01
010 1 -1 1
T 0 -1 272 2 0
tp= |2y | =B =10 01]||6|=]4 :>xN:[i4]:[O]
T3 1 -1 1 4 0 >

que representa o ponto (1, Ta, T3, T4, T5) = (2,4,0,0,0) ou no espago E? representa a solugao
(.Tl, il')g) = (2, 4)

2. Caso 2: Submatriz B formada pelas colunas de x1, x5 € 24:

-1 10 -1 0 1
B=|-121|=B"'= 00 1
010 -1 1 -1
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1 10 1772 2 N .
I‘B et "L‘Q :Bflb: 0 0 ]_ 6 = 4 :>IN — l 3 ] — l ]
T4 11 —-11|4 0 t

que representa o ponto (1, ¥a, T3, T4, T5) = (2,4,0,0,0) ou no espago E? representa a solugio
(I‘l, (L’g) = (2, 4)

3. Caso 3: Submatriz B formada pelas colunas de x1, x5 € xs:

-1 10 -2 10
B=|-120|=B%'!'=|-1 10
011 1 -1 1
T -2 1 0][2 2 0
tp= |2y |=B=|-1 10||6|=]4 :xN_li?’]_lol
T 1 -1 1 4 0 4

que representa o ponto (1, Ta, T3, T4, T5) = (2,4,0,0,0) ou no espago E? representa a solugio
(1‘1, xQ) = (2’ 4)

Portanto, foi mostrado que existem 3 submatrizes tipo B que representam o mesmo ponto
extremo ou a mesma SBF', o que caracteriza um ponto extremo degenerado. O leitor estd convidado
a analisar os outros sete casos e verificar que existem duas SBF's adicionais como pode ser observado
na Figura 3.2.

Exemplo 3.8: Existéncia de SBF degenerada representada por uma unica base.

Encontre as SBF's do seguinte conjunto convexo poliedral:
T+ 219 +a3=1
—T1 + T + T3 = 1
reX =< ;>0
i) Z 0
I3 2 0

Nesse contexto, a matriz A assume a seguinte forma:
1 11
A= [ -1 11 ]

Assim, existem 3 candidatos a SBF (ver Exemplo 3.6). Esses casos sao os seguintes:
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1. Caso 1: Submatriz B formada pelas colunas de x; e s:

1 _1

B 1 1 o 2 2

SEH L

2 2
1 1

| o= || M=V | =av=m=0
TB= 0 | T T L] In =3 =

2 2

que representa o ponto (x1,xs2,z3) = (0,1,0). Esse ponto é um ponto extremo degenerado
onde existem 4 hiperplanos ativos.

2. Caso 2: Submatriz B formada pelas colunas de x; e x3:

1 1

B 1 1 |2 2

B_[—l 1]:B =, 1

2 2
1 1

o I o 17 2 2 1 . 0 o o
:cB—[xgl—B b= . . [1]—l1 — any=22=0

2 2

que representa o ponto (zy,zs,x3) = (0,0,1). Esse ponto também é um ponto extremo
degenerado, onde existem 4 hiperplanos ativos, diferente do encontrado no Caso 1.

3. Caso 3: Submatriz B formada pelas colunas de x5 e x3:

B = [ 1 } ] — nao tem inversa

que indica que essa matriz nao representa uma SBF.

Portanto, foi resolvido um curioso problema relacionado com um conjunto X em que existem
apenas dois pontos extremos e ambos sao degenerados. Adicionalmente, cada um desses pontos
extremos é representavel por apenas uma base.

3.3.5. Existéncia de SBF em um Conjunto Convexo Poliedral Padrao

A estrutura das restricoes de um problema de programacao linear na forma padronizada assume
a seguinte forma:

X={x: Ax=b; x>0} (3.11)

89



Teorema 3.4: Se o conjunto X apresentado em (3.11) é nao vazio, entao existe pelo menos uma
SBF e o numero de SBFs é finito.

O Teorema 3.4 se prova de forma trivial usando os conceitos usados na prova do Teorema
Geral da Representagao. Na prova desse teorema, foi provado que o conjunto X tem pelo menos
um ponto extremo se nao for vazio e que o nimero de pontos extremos ¢ finito. Como cada ponto
extremo corresponde a uma SBF, entao de forma trivial podemos concluir que existe pelo menos
uma SBF e o numero de SBFs deve ser finito.

Entretanto, nao é uma boa alternativa tentar encontrar a solucao 6tima de um problema de
programacao linear avaliando cada uma de suas SBFs porque esse nimero geralmente é elevado e
avaliar cada candidato a SBF ¢é também computacionalmente oneroso.

Observagoes importantes: As seguintes observagoes sao muito importantes:

1. Um ponto extremo (ou uma SBF) é uma solugao étima de um problema de programagao
linear se esse 6timo existe.

2. Os pontos extremos que relacionamos com uma visao geométrica do problema sao equiva-
lentes com as SBFs que correspondem a uma visao algébrica do problema.

3. As solugoes bésicas factiveis (SBFs) (ou os pontos extremos) s@o finitas e limitadas pela
relagao:

n n!
Nmax - -
< m ) m! (n —m)!

4. Nao é uma boa ideia tentar encontrar a solucao 6tima de um problema enumerando os pontos
extremos ou as SBFs porque o niimero de candidatos a SBF geralmente ¢ muito elevado.
Nao é possivel saber com antecedéncia se o problema de programacao linear ¢ ilimitado e
também nao é possivel saber com antecedéncia se o conjunto convexo X, que representa as
restricoes de um problema de programacao linear, é vazio. Por esse motivo foi inventado o
método primal simplex para resolver de forma eficiente os problemas de programacgao linear.

3.4. A Capacidade de Verificar se uma Solucao Basica
Factivel (Ponto Extremo) é uma Solucao Otima de
um Problema de Programacao Linear

A primeira estratégia do método primal simplex é provar que um ponto extremo é 6timo finito
de um problema de programacgao linear, o que ja foi provado anteriormente junto com a prova de
que o nimero de pontos extremos é finito. Para essa primeira estratégia foi determinante a dedugao
do Problema de Programacao Linear Equivalente No. 1, entre outras propriedades. A segunda
estratégia fundamental do método primal simplex é provar que existe a capacidade de verificar se
um ponto extremo que se encontra disponivel é 6timo ou nao é 6timo. Assim, analisando apenas
um ponto extremo disponivel (e, portanto, sem conhecer os outros pontos extremos) podemos
provar se esse ponto extremo é 6timo ou nao é 6timo. Nesta Secao tratamos dessa importante
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propriedade e, para isso, encontraremos outro problema de programacao linear equivalente, isto
é, o Problema de Programacao Linear Equivalente No. 2.

Consideremos o seguinte problema de programacao linear apresentado na forma padronizada:

min z(xr) = cx
S.Q.
(PL) = Aw—b (3.12)
x>0

Na relagao anterior, A é uma matriz de dimensao m x n e Posto[A,b] = Posto[A] = m < n.
Adicionalmente, supor que existe disponivel uma SBF identificada pela submatriz B de A. Seja &
o ponto extremo relacionado com essa SBF. Nesse contexto separamos os vetores T e ¢ da seguinte

forma:
_ |z | _ B~'b B [ }
T = T = 0 cC=| Cg CnN

em que cp é o vetor de coeficientes de custo das variaveis basicas e ¢y é o vetor de coeficientes de
custo das varidveis nao basicas. Nesse ponto extremo, a funcao objetivo assume a seguinte forma:

~1
zo(r) =cT = [ cg Cn } l BO b} =cpB '

Sabendo que T representa uma SBF, entdao usamos essa informacao no sistema A x = b da
seguinte forma:

Af:b:[B N] [iB]:b:BmB—HVxN:b:mB:B‘lb—B‘lN:rN
N

zp=B"'"—> B lajz; =B 'b— > y;z; (3.13)

JER JER

Na relacao anterior R ¢ o conjunto de indices das varidveis nao basicas, a; ¢ a coluna j da
matriz A correspondente & varidvel nao bésica x; e y; = B~ 'a;. Deve-se observar que na relagao
anterior foi realizada apenas a seguinte transformacao:

NmN:[amH At - an}

N TN = Qi1 @1 + G 2Tz -+ ATy = > 4525
JER

Agora implementamos a mesma transformacao na fungao objetivo na seguinte forma:
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I
= CBIRB + CNITN
TN

2(x)=cx = { ¢ CN } [
Agora substituimos zp de (3.13) na relagdo anterior e encontramos o seguinte:

z(z) = cp[B b — > B lajz;] + cyay

jeR
2(x) =cpB 0= > B lajzy + > iy = 20(x) — Y (25 — ¢)y (3.14)
jeR jER jER

em que 2,(z) = cpB 'b e zj = cgBa;.

Deve-se observar que as relagoes (3.13) e (3.14) s@o apenas transformagoes realizadas no pro-
blema original mostrado em (3.12) usando apenas a informagcao de que temos disponivel uma SBF
identificada pela base B. Portanto, (3.13) e (3.14) representam um problema de programagcao
linear equivalente ao problema de programacao linear original apresentado em (3.12). Na verdade,
representa apenas uma transformagao. Portanto, usando as relagoes (3.13) e (3.14), montamos o
chamado Problema de Programacao Linear Equivalente No. 2 que assume a seguinte forma:

min z(z) = z.(z)— Z(z] —¢j)x;
JER
s.a.
(PLE No.2) = > yjxj+xp=B""b (3.15)
JER
X Z 0 V] €ER
rB Z 0

em que 2,(z) = cgB~'b, z; = cgB'a; e y; = B~ a; como ji definido anteriormente.
Analisando o Problema de Programacao Linear Equivalente No. 2 apresentado anteriormente,

pode-se verificar de forma trivial se a base B, que representa uma SBF e que foi usada para montar
esse problema equivalente, é uma SBF 6tima ou nao é uma SBF 6tima.

Observacoes importantes: Relacionado com o PL equivalente No. 2 é oportuno realizar as
seguintes observagoes:

1. O PL equivalente No. 2 obviamente é totalmente equivalente ao PL original, isto ¢, um x
que ¢ factivel para o problema original também é factivel para o problema equivalente.

2. No PL equivalente No. 2, o vetor de variaveis basicas assume a seguinte forma:

B,
1‘32

rp =
B,

me
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Assim, existe apenas uma variavel basica zp, em cada restricao do PL equivalente. Essa
caracteristica é muito importante.

3. O PL equivalente No. 2 foi montado assumindo uma SBF conhecida e representada pela base
B. Assim, veja que se no PL equivalente fazemos z; = 0 Vj € R, entao encontramos a solugao
correspondente ao ponto extremo como era esperado, isto é, xp = B7'b, 2(x) = z,(1) =
cpB7'b e xy = 0. Portanto, z; = 0 Vj € R no problema equivalente significa que estamos
no ponto extremo em andlise e definido pela base B. Nesse contexto, se mudamos alguns
valores das varidveis x; para assumir valores positivos e preservando a nao negatividade
das variaveis basicas, entao encontramos um ponto vizinho ao ponto extremo e factivel. Em
geral, qualquer mudanga nos elementos z; nos permite passar do ponto extremo corrente
para qualquer outro ponto em que o sistema A x = b é satisfeito.

4. No contexto em andlise a questao mais importante é saber o que acontece se todos os
coeficientes da func@o objetivo do PL equivalente sdo nao positivos, isto é, se (z; — ¢;) <
0V j € R. Assim, verificamos trivialmente que nesse caso qualquer mudanca no valor
corrente das variaveis nao basicas x;, que possuem valores x; = 0 no ponto extremo corrente,
produziria um aumento do valor da fungao objetivo. Portanto, como qualquer mudanca em z;
produz uma deterioragao do valor da funcao objetivo, entao de forma trivial concluimos que
a SBF representada pela base B é étima. Assim, foi encontrada a conclusao mais importante
desta Secao.

A partir das observagoes importantes concluimos que se no PL equivalente é verdadeira a
relacao:

Ej:Zj—Cj:CBBilaj_CjSO Vji€ER

entao a SBF representada pela base B ¢ 6tima. Reiteramos que para chegar a essa conclusao nao
precisamos conhecer os outros pontos extremos (SBFs), isto é, apenas precisamos ter disponivel a
informacao de uma SBF. Em resumo, o PL equivalente No. 2 nos permite encontrar as seguintes
conclusoes:

1. Se¢; =z —c; =cpB 'a; —¢; <0 Vj € R, entao a SBF representada pela base B é SBF
6tima do problema de programacao linear.

2. Se a relagao anterior nao for verdadeira, entao podemos modificar o valor corrente de uma
variavel nao basica x; = 0 que possua um ¢, = 2z — ¢, > 0 para assumir valores positivos e
que nos permita encontrar outro ponto de melhor qualidade na busca da solugao 6tima.

Exemplo 3.9: Verificando se uma SBF é 6tima ou nao é étima.

Seja o seguinte problema de programagao linear:
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min z(x) = 4z — X9
—X1 + T + T3 =2
—l’1+2$2 +.T4:6
1'120
ZL‘QZO
1’320
LE4ZO

Nesse problema de PL, a matriz base formada pelas colunas de x; e z5 identifica uma SBF (o
ponto extremo (2, 4, 0, 0)) e a matriz base formada pelas colunas de x e x, identifica outra SBF
(o ponto extremo (0, 2, 0, 2)). Verifique se esses pontos extremos (SBFs) sdo étimos.

Antes de resolver o problema, observemos que o problema de PL apresentado é o mesmo
do Exemplo 3.2 e cujo conjunto convexo formado pelas restrigoes esta originalmente no espago
E?. Assim, em relacao a formulacao inicial, foram adicionadas as varidveis de folga x5 e x4. Para
resolver o problema, analisamos cada ponto extremo de forma independente. Para andlise, a matriz
A assume a seguinte forma:

-1 1 10 2
A_[—1201] b_[6]

1. Analisando o ponto extremo (2,4,0,0):

As variaveis basicas sao r; e x9 que assumem geralmente valores positivos. Assim temos o
seguinte:

A EREE EH RS ERIREH

il ][] (0]

Com as grandezas encontradas anteriormente encontramos os parametros do PLE No. 2, tais
como os coeficientes de custo relativo das varidveis nao bésicas ¢; = z; —¢; Vj € R, a funcao
objetivo z,(z) e os vetores y; Vj € R em que R = {3,4}. Assim temos os seguintes:

1

63:CBB_1(13—63:[—7 3:| [O

|-0--7

0

é4:CBB_ICL4—C4:{—7 3}[1

[-0-s
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Como ¢4 = 3 > 0, entao ja podemos concluir que o ponto extremo analisado nao é 6timo.
Entretanto encontramos os outros parametros para montar o PLE No. 2:

AN EH D SN TR Y

Z(z) =cpB7 b= =7 3] [2] =4

Portanto, o PLE No. 2 assume a seguinte forma:

min z(x) = 44 Txs— 3z,
Ty —2x3+ x4 =2
I2—$3+QJ4:4
l’120
I’QZO
1‘320
33’420

No PLE No. 2 podemos verificar trivialmente que o ponto extremo em analise nao é étimo
ja que se x4 aumenta de valor, a partir do valor corrente igual a zero, entao a fungao objetivo
diminui.

2. Analisando o ponto extremo (0,2,0,2):

As varidveis bésicas sao xg e x4. Assim temos o seguinte:

xB:le] xN:l””} cp=[-1 0] ex=1[4 0]

s-[3t]—e-[ ] ee-[ S R] 2]

i (0] 39 (o)

Com as grandezas encontradas anteriormente encontramos os parametros do novo PLE No.
2. Assim temos os seguintes:

—1

ElchB_lal—clz[—l 0}[_1

]—4:1—4:—3

63:CBB_1(13—03:[—1 0}“}]—0_—1
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Comoc; = -3 <0ec3 =—1 <0, entao ja podemos concluir que o ponto extremo analisado
é 6timo. Entretanto encontramos os outros parametros para montar o novo PLE No. 2:

N RN EI N ER AR

2o(@) =epB~ o= -1 0] lg] =2

Portanto, o PLE No. 2 assume a seguinte forma:

min z(x) = —2+ 3z + z3
—x1 + T3 + T3 =2
T —21'3—|—.CE4:2
.1’120
1’220
1'320
ZL‘4ZO

No novo PLE No. 2 podemos verificar trivialmente que o ponto extremo em analise é étimo
ja que se 1 ou x3 aumentam de valor, a partir do valor corrente igual a zero, entao a fungao
objetivo aumenta.

O método primal simplex verifica se um ponto extremo que se encontra disponivel é 6timo ou
nao é 6timo. Se o ponto extremo nao for 6timo, entao o método encontra uma estratégia para
identificar um ponto extremo adjacente e de melhor qualidade do ponto extremo corrente que foi
analisado. Esse mecanismo de transicao ¢ apresentado no préxima Secao.

3.5. Identificacao de um Ponto Extremo Adjacente de Me-
lhor Qualidade

Apoés verificar que um ponto extremo nao é 6timo de um problema de programacao linear,
avaliando o PLE No. 2, o método primal simplex procura por um novo ponto extremo de melhor
qualidade. Na teoria basica do método primal simplex, a estratégia consiste em passar para um
ponto extremo (SBF) adjacente e de melhor qualidade. Duas solugoes basicas factiveis (SBF's) sao
chamadas de adjacentes se as respectivas bases tém (m — 1) colunas da matriz A iguais, isto é,
as matrizes By e By representam SBFs adjacentes se essas matrizes tem (m — 1) colunas iguais e,
portanto, apresentam apenas uma coluna diferente. Assim, em termos de varidveis bésicas, duas
SBF adjacentes tem (m — 1) varidveis basicas comuns.

Para entender a transicao de uma SBF para outra SBF adjacente e de melhor qualidade
¢ melhor raciocinar a nivel de hiperplanos ativos. Para isso, mostramos novamente o PLE No. 2
da seguinte forma:
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min z(z) = z(x) — > (2 — ¢j)z;
jER
s.a.
Zijj +zp = B m hiperplanos ativos (HA)
jER
;>0 VjeR p = (n —m) subespagos com os HAs

(3.16)

xp >0 m subespagos com hiperplanos nao ativos

Observacoes importantes: Para entender a transicao para um ponto extremo adjacente e de
melhor qualidade, deve-se realizar as seguinte observacoes:

1. No ponto extremo corrente, identificado pela base B no PLE No. 2, existem n hiperplanos
ativos, isto é, m hiperplanos correspondentes as restricoes Zijj + x5 = B~'b que sempre
jJER
se encontram ativos em qualquer contexto e os p = (n — m) hiperplanos ativos restantes
sao fornecidos pelos (n — m) subespagos relacionados com as varidveis nao bdsicas, isto é,
quando z; = 0; Vj € R o que acontece no ponto extremo em andlise.

2. O ponto extremo corrente tem p = (n —m) candidatos a pontos extremos adjacentes. Cada
candidato pode ser identificado liberando um dos p = (n—m) hiperplanos. Assim, se x; com
k € R que tem valor corrente igual a x; = 0 no ponto extremo em anélise for liberado para
assumir valores positivos e mantemos todas as outras varidveis nao basicasem z; = 0;Vj € R
e j # k, entdo podemos encontrar novos pontos em que (n — 1) hiperplanos se encontram
ativos (veja que foi liberado um hiperplano). Esses novos pontos, encontrados aumentando
o valor de xj sao factiveis e com (n — 1) HA desde que os valores das varidveis bdsicas
continuem assumindo valores nao negativos. O assunto central é que o incremento de xy
deve parar quando a primeira varidvel basica assume o valor de zero. Seja xp, a variavel
basica que chega primeiro ao valor de xp. = 0. Portanto, nesse ponto, quando zp, = 0 foi
encontrado um ponto factivel e com um HA adicional o que significa que foi encontrado
um ponto extremo adjacente. Esse ponto é ponto extremo adjacente do ponto extremo que
representa o PLE No. 2 porque tem n HA (os (n — 1) HA que estdo também ativos no
ponto extremo original e o novo hiperplano fornecido por g, = 0) e porque compartilha
(n — 1) HA com o ponto extremo original. Em resumo, a partir de um ponto extremo
conhecido e representado pelo PLE No. 2 podemos encontrar facilmente um ponto extremo
adjacente liberando uma variavel nao basica xz;, para assumir valores positivos e desde que
esse incremento permita que uma variavel basica r chegue ao valor de zp, = 0.

3. Existe a possibilidade de que o incremento de x,, a partir do valor corrente de zero, nao
ocasione diminui¢ao nos valores das variaveis basicas, isto ¢, nenhuma variavel basica chega
a zero com o incremento de zj. Nesse caso, nao existe ponto extremo adjacente que seja
encontrado liberando o hiperplano de xy.

4. Portanto, com os dados do PLE No. 2 disponivel, pode-se identificar os p = (n — m) can-
didatos a pontos extremos adjacentes. Se todos esses candidatos forem analisados, entao
encontraremos 3 tipos de comportamento: (a) o candidato é ponto extremo adjacente de
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melhor qualidade, (b) o candidato é ponto extremo adjacente de pior qualidade e, (3) o
candidato nao identifica um ponto extremo adjacente. No tltimo caso estamos caminhando
através de um raio com (n — 1) HA sem possibilidade de encontrar um HA adicional que
identifique um novo ponto extremo adjacente.

A partir das observacoes realizadas podemos concluir que a estratégia fundamental do método
primal simplex deve ser passar do ponto extremo corrente para um ponto extremo adjacente de
melhor qualidade. Um ponto extremo adjacente de melhor qualidade é identificado pelo coeficiente
de custo relativo. Assim, no PLE No. 2, um ponto extremo adjacente de melhor qualidade é en-
contrado a partir da liberacao do hiperplano de uma varidvel nao bésica x; com coeficiente de
custo relativo positivo, isto é, ¢; = (z; — ¢;) > 0. Caso existam vérios candidatos, entdo pode
ser escolhido qualquer um deles, mas preferencialmente aquele com maior valor de coeficiente de
custo relativo. Esse assunto ¢ analisado com maior detalhe adiante.

Em resumo, a partir da montagem do PLE No. 2, deve-se proceder da seguinte maneira:

1. Se ¢ = (zj —¢;) <0; Vj € R, entdo o ponto extremo corrente é étimo e a solucdo 6tima
¢ seguinte:

xp =B zny =0 = z,(1) = cgB7'b

2. Em caso contrario, escolher um z; com ¢, = (2, — ¢;) > 0; k € R e encontrar um ponto
extremo adjacente de melhor qualidade. Esse processo é chamado de uma iteracao do método
primal simplex.

3.5.1. Uma Iteracao do Método Primal Simplex

Chamamos de uma iteracao do método primal simplex a passagem de um ponto extremo para
um ponto extremo adjacente e de melhor qualidade, isto é, a passagem de uma SBF para uma
SBF adjacente de melhor qualidade. O mecanismo dessa iteracao é apresentado usando a andlise
algébrica e, portanto, o conceito de SBF.

Seja xj a varidvel ndo basica com ¢, = (2 — ¢x) > 0 escolhida para assumir um valor positivo.
Portanto, apenas a variavel nao basica x; pode mudar de valor e todas as outras variaveis nao
basicas permanecem no valor de z; = 0; Vj € R e j # k. Nesse contexto, analisando as restri¢oes

> y;z; + xp = B7'b do PLE No. 2 temos o seguinte:
jER

Yrte + x5 = B'b (3.17)

em que fazemos as seguintes anotagoes:

IB1 Yik 91

T2 Yok by

€T = : — B_lb — —

B TBi Y Yik bi
_:L‘Bm_ _ymk_ _Em_
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Substituindo no sistema anterior temos o seguinte:

TB1 91 Y1k TB1 = 51 — Y1kTk
T B2 by Yok T2 = by — YTy
=2 =] o= 4 3.18
TB; b; Yik b rBi = b; — Yir Ty ( )
L TBm | L Em i L Ymk | TBm = Em — YmkTy

No sistema (3.18), pretende-se identificar a varidvel basica xp, que primeiro chega ao valor de
zero com o incremento de x. Deve-se observar que apenas as variaveis basicas com y;; > 0 podem
diminuir de valor e elas devem ser as que devem ser consideradas na andlise (as outras varidveis
bésicas aumentam de valor ou permanecem com o mesmo valor). Assim, a varidvel basica xp; com
yir > 0 atinge o valor zero da seguinte forma:

a:Bi:Bi—yikxk:O:>xk:£ com  yix >0
Yik
Assim, de todas as varidveis basicas candidatas é escolhida a variavel xp, que apresenta o
menor valor de xj para chegar ao valor de zero. Portanto, a varidvel zpg, que chega primeiro
ao valor de zero com o incremento de valor de z; (e que nos fornece o hiperplano procurado)
¢ encontrada usando a seguinte relagao:

b, ; b;
—r e Ly >0 (3.19)

rr —> T = = .
' Yrk L<i<m |yn

Caso exista um xp, com essas caracteristicas e se b, > 0, entao a SBF adjacente assume a
seguinte forma:

sz_bz_Zy/iIZ i 22172a , M 27&70
oy I

Todos os outros z; =0

Adicionalmente, quando a tunica varidvel nao bésica xzj, é liberada para assumir um valor
positivo, a fungao objetivo do PLE No. 2 assume a seguinte forma:

2(x) = zo(x) — (21 — cp)xp
Substituindo o valor de x; na SBF adjacente temos o seguinte:

2(x) = zo(x) — (2 — ck);; < 2o(x) (3.21)

jd que (z —cg) >0e yb—rk > 0. Portanto, a SBF é de melhor qualidade.
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Na analise mostrada anteriormente, xg, é chamada de variavel basica que deve sair da base
e xp é chamada de variavel nao basica que deve entrar na base. Assim, as matrizes basicas que
representam a SBF corrente e a SBF adjacente diferem em apenas uma coluna da matriz A, isto
é, na transicao deve sair a coluna de xp, da matriz A e deve entrar a coluna de x; da matriz A.

Observagoes adicionais: As seguintes observagoes sao importantes:

1. Se for escolhida a varidvel bésica g, com valor corrente xp, = b, = 0 para sair da base,
entao a funcao objetivo nao muda. Esse tipo de comportamento acontece quando a SBF
corrente ¢ degenerada e existe uma variavel basica xpg; com valor corrente igual a zero e
com o y;x > 0. Nesse caso essa variavel sempre serd a ganhadora. Assim, a transicao é para
outra matriz base B mas que identifica a mesma SBF degenerada. Assim, a tunica forma
possivel para encontrar uma SBF adjacente é que as variaveis xp; com valores iguais a zero
tenham os valores de y;; < 0 o que pode acontecer na transicao de uma base B para uma
base adjacente que representa a mesma SBF degenerada.

2. Pode nao existir uma variavel xp, candidata a sair da base o que significa que nao é possivel
realizar a transicao para uma SBF adjacente. Isso acontece quando todos os y;; < 0 e de
acordo com (3.19) nao existe varidvel bésica candidata a sair da base. Nesse contexto, a
conclusao é que o problema de programacao linear é ilimitado como é analisado em detalhe
adiante.

Exemplo 3.10: Uma transicao para uma SBF adjacente:

No seguinte problema de programacao linear:

min z(x) = 4z — x9
—X1 + T + T3 =2
—J]1+2$2 +ZL’4:6
xlz()
ZL’QZO
x320
$4ZO

conhecemos a seguinte base B que representa uma SBF:

_ | * _ | T3 -1 1
B = T TN = T4 B -1 2

Essa SBF tem o seguinte PLE No. 2:

min z(x) = 4+ Tws— 3y
Ty —2x3+ x4 =2
.TQ—I3+$4:4
13120
ZL‘QZO
:1:320
1'420
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Encontre uma SBF de melhor qualidade.

Verificamos que ¢3 = (23 —¢3) = —7 ¢ ¢4 = (24 — ¢4) = 3 e, portanto, a Unica varidvel nao
bésica que pode levar a uma SBF de melhor qualidade é x4. Assim, liberando x4 para assumir
valores positivos e mantendo fixo z3 = 0 temos o seguinte:

T 20 |1 T1=2—124
i) N 4 1

Assim, x; é a variavel basica que primeiro chega a zero com o incremento do valor de zy.
Alternativamente, usando a relagao (3.19) temos o seguinte:

(2 4
x4:mzn{1; 1}:2:>x4:2

Portanto, usando (3.20) e (3.21), encontramos os novos valores das variaveis basicas e da fungao
objetivo:

—

= 2(z) =4 — %(3) = —2 e a nova varidvel z, = 2 j4 calculada.

Montagem do Novo PLE No. 2

Uma vez identificada uma SBF adjacente de melhor qualidade, deve-se montar o PLE No.
2 que represente a nova SBF. Obviamente, essa tarefa pode ser iniciada com a informacgao da
nova base B e montando o novo PLE No. 2 sem usar a informacao e a estrutura disponivel da
SBF anterior. Essa estratégia nao é recomendavel porque precisariamos inverter a nova base B. A
estratégia mais eficiente consiste em aproveitar a informagao e a estrutura do PLE No. 2 da base
anterior. Para implementar essa estratégia devemos observar os seguintes fatos:

1. No PLE No. 2 existe uma variavel basica para cada restricao e com coeficiente unitério.
Adicionalmente, na funcao objetivo nao aparecem as varidveis basicas.

2. Seja xp, a varidavel que esta saindo da base e x; a varidvel que esta entrando na base no
PLE No. 2 corrente. Portanto, no novo PLE No. 2, a variavel zp, deve se tornar nao basica
e a variavel z;, deve se tornar basica.

3. Portanto, para encontrar o novo PLE No. 2 a partir do PLE No. 2 corrente, precisamos
apenas isolar a varidvel z; na restricao r e substituir essa relagao em todas as outras restricoes
e na funcao objetivo. Dessa forma, x; desaparece de todas as relagoes, exceto na restricao
r, e a variavel xp pode aparecer em todas as relacoes indistintamente. Adicionalmente, a
restricao da linha r é modificada de forma que a variavel x tenha coeficiente unitario. Essa
nova estrutura representa o novo PLE No. 2 porque existe apenas uma variavel basica para
cada restrigdo e com coeficientes unitérios (veja que todas as variaveis basicas das restrigoes
diferentes da restrigdo r nao foram modificadas), onde xj é a varidvel basica da restrigao r
em substituicao de zp,. Adicionalmente, na funcao objetivo aparecem apenas variaveis nao
bésicas.
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4. A forma mais pratica de transformar o PLE No. 2 corrente no PLE No. 2 novo é realizar
operacoes elementares de matrizes. Essa estratégia é conhecida como pivotagem. Assim,
inicialmente a restricao r é dividida por y,, para que o coeficiente de x; nessa restricao
tenha coeficiente unitario. Depois, essa restricao é multiplicada por um valor adequado de
forma que ao ser somado com cada uma das outras restri¢coes elimine a variavel x; em
todas as outras restricoes. Em outras palavras, deve-se implementar operacoes elementares
de matrizes entre a restricao r e a restricao ¢ de forma que ao somar essas restricoes se gere
uma nova restricao ¢ sem a presenca da variavel x;. Essa operagao é realizada com cada
restricao ¢ # r e com a fungao objetivo.

Levando em conta as observacoes anteriores, o PLE No. 2 corrente é transformado no PLE No.
2 através de operacoes elementares de matrizes no PLE No. 2 corrente.

Exemplo 3.11: Pivotagem para encontrar o novo PLE No. 2:

Seja o PLE No. 2 do Exemplo 3.10:

min z(x) = 4+ Tws — 3y
T —2$3+I4:2
$2—$3+$4:4
1'120
IQZO
1’320
ZL’4ZO

Encontre o PLE No. 2 da SBF adjacente encontrada com a entrada na base da variavel nao
bésica x4 e a saida da base da variavel béasica x;.

A estratégia consiste em transformar a primeira restricao de forma que x4 tenha coeficiente
unitario (no caso x4 ja tem coeficiente unitério e nao precisa de transformagao) e multiplicar
essa restricao por um fator adequado para eliminar a varidvel x, das outras relagoes. Assim,
multiplicando a primeira restricao por —1 e somando com a outra restricao temos o seguinte:

—$1+I2+$3:2

que representa a nova segunda restricao. Adicionalmente, multiplicando a primeira restricao por
—3 e somando na fungao objetivo encontramos a nova forma da fungao objetivo:

2(x) = =24 3z + 23
Portanto, o novo PLE No. 2 assume a seguinte forma:

min z(x) = —24 3z + a3
Ty —2x3+ x4 = 2
—X1 + T + T3 =2
:10120
{EQZO
.23320
1’420
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Como ja foi mencionado, esse novo PLE No. 2 pode ser montado usando apenas a informagao
da base B que representa essa nova SBF que é a submatriz formada pelas colunas de z5 e z4 da
matriz A (veja o Exemplo 3.10) e que assume a seguinte forma:

-1 110 10
A—[—l 2 0 JiB—[z 1]
Entretanto, esse nao é o procedimento mais eficiente porque precisaria inverter a matriz B e,
portanto, é mais simples transformar o PLE No. 2 corrente no novo PLE No. 2 através de operagoes

elementares de matrizes, operagao chamada de pivotagem. Finalmente, deve-se observar que o novo
PLE No. 2 representa uma SBF étima.

3.6. Critério de Parada do Método Primal Simplex: Existe
Solucao Otima Finita ou o Problema é Ilimitado

A transicao de uma SBF para outra SBF adjacente, como foi mostrado anteriormente, termina
em um numero finito de passos. Assim, o processo de transicoes através de SBF's termina quando
for verificado que na avaliacao da SBF corrente acontece um dos seguintes fatos:

1. A SBF corrente é 6tima do problema de programacao linear. Neste caso é valida a seguinte
relacao:

¢=(5—-¢)<0 VjER

2. O problema de programacao linear ¢ ilimitado.

Este caso acontece quando escolhemos uma varidvel nao bésica xy com ¢ = (zx — ¢x) > 0,
mas os elementos de y; sao todos nao positivos, isto €, y, < 0. Nesse caso, de acordo com a
relac@o (3.19) nao existe uma variavel basica candidata a sair da base. Em outras palavras,
quando xj se torna positivo encontramos novos pontos factiveis com (n — 1) HALI, mas
nunca encontramos um HA adicional para encontrar um novo ponto com n HALI. Usando
outro tipo de raciocinio, pode-se afirmar que com o incremento do valor de x; algumas
varidveis basicas aumentam de valor e outras permanecem no valor corrente, mas nenhuma
diminui de valor e, portanto, é impossivel que alguma varidavel basica assuma o valor de zero
e forneca um HA. Nesse caso, o problema ¢ ilimitado.

Analisamos com mais detalhes os dois tipos de comportamentos mencionados anteriormente.

3.6.1. O Problema de Programacao Linear tem Otimo Finito

Quando a solucao 6tima de um problema de programacao linear for finito, entao existe um
ponto extremo que ¢ 6timo do problema de acordo com o Teorema 3.2. Entretanto, nesse contexto
podem aparecer algumas particularidades especiais. Assim, supor que o PLE No. 2 apresentado
em (3.15) representa a solugao 6tima finita para a SBF corrente. Nesse contexto, é verdadeira a
relagdo ¢; = (2; —¢;) <0 Vj € R. Entretanto podem acontecer os seguintes casos especiais:
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1. Existe apenas uma solucao 6tima finita.

Esse tipo de comportamento acontece quando ¢; = (z; —¢;) <0 Vj € R. Assim, a entrada
de qualquer varidvel nao basica deve produzir um aumento no valor da funcao objetivo e,
portanto, nao existe a possibilidade do aparecimento de outras solugoes 6timas alternativas.

2. Existem solugoes 6timas alternativas.

Este caso acontece quando existe pelo menos uma variavel nao basica x; com coeficiente de
custo relativo ¢; = (2; — ¢;) = 0. Nesse caso, a variavel nao bésica x; pode entrar na base
e aumentar de valor, mas a funcao objetivo nao muda de valor. Portanto, o incremento do
valor de x;, a partir de valor corrente de zero, encontra novas solugoes 6timas alternativas.
Nesse caso ainda podem acontecer dois casos especiais:

= Existe um ponto extremo 6timo alternativo.

Esse comportamento acontece quando o y; correspondente ao z; que tem ¢; = (z;,—¢;) =
0 nao cumpre com a relagao y; < 0, isto €, y; tem pelo menos um elemento positivo.
Assim, a transigao encontra uma nova SBF adjacente da SBF corrente. Portanto, todos
os pontos encontrados por combinacao convexa desses pontos extremos sao solugoes
Otimas alternativas.

s Fxiste um raio étimo.

Esse comportamento acontece quando o y; correspondente ao x; que tem ¢; = (zj —cj) =
0 cumpre com a relacao y; < 0. Assim, o incremento de z; gera novos pontos 6timos em
um processo de incremento indefinido sem a possibilidade de encontrar um HA adicional
para completar os n HALIL. Nesse caso, todos os pontos encontrados sao pontos de um
raio que tem como vértice o ponto extremo corrente e, portanto, todos os pontos de
um raio sao Gtimos alternativos, mas a solugao étima, isto é, o valor de z(z) é finito.

Generalizando, se existem vérias varidveis nao bésicas com valores de ¢; = (z; — ¢;) = 0,
entao existe a possibilidade de encontrar varios pontos extremos 6timos e vérios raios 6timos.
Nesse contexto, pode-se afirmar que é 6timo do problema de programacao linear todo ponto
encontrado por combinacao convexa dos pontos extremos 6timos mais uma combinacao
linear nao negativa dos raios 6timos.

Exemplo 3.12: O problema de PL tem solucao 6tima finita tnica:

Seja o seguinte problema de programagao linear:

min z(x) = 4z — x9
—X1 + T + T3 =2
—J]1+2$2 +ZL’4:6
ZL’120
ZL’QZO
1'320
$4ZO

conhecemos a seguinte base B que representa uma SBF:
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— To o T B_ 10
B= 2y N7 g 121
Verificar se essa SBF é étima e veja a possibilidade da existéncia de solugoes 6timas alternativas.

Para verificar se a SBF corrente é 6tima precisamos apenas calcular os coeficientes de custo
relativo das variaveis nao basicas x; e x3. Esses valores sao os seguintes:

L] 1o B B |1
b _[—21 cs=| -1 0] U] BT o
G=cgBla—c = -1 o}l_; H j —4=-3

_ _ 10 1
CgZCBB 1@3—63:[—1 O}[_2 1‘|[0‘|—0:—1

Assim, pode-se concluir que a SBF corrente é 6tima e existe apenas essa solugao étima ja que
todos os coeficientes de custo relativo das variaveis nao bésicas sao negativas.

Exemplo 3.13: O problema de PL tem solucoes 6timas alternativas:
Seja o seguinte problema de programacao linear:
min z(x) = x — X9
—X1 + T + T3 =2
-1 + 2$2 + x4 = 6
il Z 0
T Z 0

23’320
x420

conhecemos a seguinte base B que representa uma SBF:

w=[2] w=[n] B3]

Verificar se essa SBF é étima e veja a possibilidade da existéncia de solugoes 6timas alternativas.

Para verificar se a SBF corrente é 6tima precisamos apenas calcular os coeficientes de custo
relativo das variaveis nao basicas x; e r3. Esses valores sao os seguintes:

B‘l_[_; H xB—B‘lb—[_; ?Hg]_lﬂ cg=| -1 0]
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ElchB_lal—clz{—l O}[_; (1] [:1] 1=0
_ _ 1 0][1
CgZCBBlag—C;g:[—]. O}[—Z 1 [O]_ =-1

Assim, pode-se concluir que a SBF corrente é 6tima, mas existem solugoes 6timas alternativas
ja que ¢; = 0. Para saber se existe um ponto extremo 6timo alternativo ou se existe um raio 6timo
precisamos encontrar y; da seguinte forma:

w-ra= 4 9][3]-[ 1]

Portanto, existe um ponto extremo alternativo encontrado com a entrada na base de z; e a
saida da base de x4. Esse novo ponto extremo é x = (2,4,0,0). Assim, o conjunto de pontos
extremos pode ser encontrado usando a relacao:

I 0 2
. I . 2 4 .
=1 1710 A (1-N) Ae0,1]
T4 2 0

que sao pontos encontrados por combinagao convexa de dois pontos extremos.

Exemplo 3.14: O problema de PL tem um raio 6timo:

Seja o seguinte problema de programacao linear:

min z(xr) = x;— 2x9
-1+ 19+ 23 =2
—x1 + 229 +24=206
13120
IQZO
ZL‘320
113420

conhecemos a seguinte base B que representa uma SBF:

S

8
Sy}

Il
—
8 8
N =
| I
8
=z
I
| —
8 8
-~ W
I
™
I



Verificar se essa SBF é 6tima e veja a possibilidade da existéncia de solugoes 6timas alternativas.

Para verificar se a SBF corrente é 6tima precisamos apenas calcular os coeficientes de custo
relativo das variaveis nao basicas xs3 e x4. Esses valores sao os seguintes:

B—lzlﬁ ” xB=B—1b=l:f }HE]:[Z] cs=[1 2]

. -2 1][1
G =cpBlag—c3= 1 —2][_1 1H0]—0—0

-2 1 0
Gy=cgBlay—cy=]1 =2 —-0=-1
Cy CRB ay Cy [ }[_1 1][1‘| 0
Assim, pode-se concluir que a SBF corrente é 6tima, mas existem solugoes 6timas alternativas
ja que ¢3 = 0. Para saber se existe um ponto extremo 6timo alternativo ou se existe um raio 6timo
precisamos encontrar y3 da seguinte forma:

w=sa= ][] =[]

Portanto, nao existe um ponto extremo alternativo. Assim, existe um raio 6timo que tem a
SBF corrente como vértice. Para encontrar a forma matematica do raio 6timo usamos a relacao
(3.18) para a SBF corrente e, dessa forma, encontramos o seguinte:

513'224—|—Q?3

Usando as relacoes anteriores e lembrando que x3 pode assumir valores positivos e x4 permanece
fixo em x4 = 0, entao os novos valores de x obtidos com a varigao positiva de x5 assumem a seguinte
forma:

I 2 2

. To . 4 1
r= 3 | |0 . 1" 73 20

T4 0 0

que é exatamente a equacao do raio 6timo que tem como vértice a SBF corrente.
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3.6.2. O Problema de Programacao Linear é Ilimitado

O problema de programagao linear pode ser ilimitado. Esse fato acontece quando for escolhida
uma variavel ndo bésica xy com ¢ = (zx — ¢x) > 0, mas yx < 0. Assim, um incremento do valor
de zp, a partir do valor corrente de zero, nao produz a diminuicao de nenhuma variavel basica
xp,. Portanto, o incremento de xj gera novos pontos factiveis e com (n — 1) HALI, mas sem a
possibilidade de encontrar o HA adicional. Por esse motivo o problema é ilimitado.

De (3.18) temos o seguinte:
rp — Bilb — YTk (322)
Como y; < 0 entao todos os elementos de xp aumentam de valor ou permanecem com o mesmo

valor corrente. Assim, a varidvel ndo bésica xj pode crescer indefinidamente e, portanto, de (3.20)
a funcao objetivo assume a seguinte forma:

2(x) = zo(x) — (2k — cp)xxr = —00 quando z = 0

Portanto, o problema ¢ ilimitado. A partir de (3.22) vamos representar o vetor x da seguinte
forma:

B B~ ~ Uk m
T = = 0 + 0 Ty zr >0
O .
TN : 1 (n—m)
0
0 0

onde na parcela inferior do ultimo vetor existe apenas um elemento igual a 1 e na posi¢ao corres-
pondente com a variavel nao bésica x;. Deve-se observar que a relagao anterior mostra a equacao
de um raio cujo vértice é a SBF corrente (primeiro vetor do lado direito) e a diregdo do raio
é representado pelo segundo vetor do lado direito. Adicionalmente, pode-se provar facilmente que
nesse ponto extremo e para essa equacao do raio, a relagao ¢ d, que caracteriza um problema como
sendo ilimitado, é verdadeira. Assim, procedemos da seguinte forma:
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— Yk

cd=—cpyp+cr=—zr+c=—(—c) <0=cd<0

ja que sabemos que zp — ¢, > 0. Pode-se ainda provar que d realmente é uma direcao extrema
como pode ser observado no Exemplo 3.15.

Exemplo 3.15: Provar que vetor d encontrado anteriormente representa uma direcao extrema do
conjunto convexo X ={z: Az =0 x>0}

Inicialmente provamos que d é uma direcao de X e depois que ela é uma direcao extrema de
X.

= Provamos que d é uma direcao de X:

O conjunto de dire¢oes de X assume a seguinte forma:

D={d: Ad=0; d>0; d#0}

Verificamos que d pertence a A d = 0:

T
0

Ad:[B N} : :—Byk+ak:—B(B_1ak)+ak:—ak+ak:0

0

Agora verificamos que d > 0:

Trivialmente verificamos que d > 0 ja que y, < 0. Adicionalmente, d # 0 ja que tem pelo
menos um elemento igual a 1.

Portanto, d é um elemento do conjunto D e, por esse motivo, representa uma direcao de X.
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= Provamos que d é uma direcao extrema de X:

Nesse caso, deve-se provar que em d existem n HALI, sendo que d é um elemento do conjunto
de diregoes normalizado. Assim, D,, assume a seguinte forma:

D,={d: Ad=0; d>0; dy+dy+...+d,=1;, d#0}

Ja foi provado que d € D e, portanto, a D,,. Assim, falta provar que em d existem n HALI.
Para essa prova podemos verificar o seguinte:

1. Os m HALI de A d = 0 sempre estao ativos.

2. Analisando a estrutura de d, pode-se verificar facilmente que existem (n —m) — 1
elementos iguais a zero e, portanto, representam (n —m) — 1 HALIL.

3. Adicionalmente, o hiperplano de normalizacao também sempre se encontra ativo. Por-
tanto, em d existem p = m+ (n—m)—1+1 = n HALI e foi provado que d é um ponto
extremo de D, e, dessa forma, é uma direcao extrema de X.

Exemplo 3.16: A partir da SBF formada por uma base com as colunas das variaveis x; e s
verificar que o seguinte problema de programacao linear ¢ ilimitado.

min z(x) = 1 — 3
—X1 + o + T3 =2
—$1+23L’2 +fL’4:6
1‘120
1’220
:cg,ZO
513420

Conhecendo a SBF procedemos da seguinte forma:

B=|a a | "”’“"B:[ill mN:lx?’] cs=[1 -3] R={34

] e[ 2]

csB7 =1 —3}[_2 1]_[1 -2 | (2j — ¢;) = cg B~ 'a; — ¢



(zg—cg):[1 —2][3]—021:>(23—63):1>0

(za—c)=|1 2] [(1)]—0:—2:>(24—C4):—2<0

Como (z3 — c3) = 1 > 0, entdo z3 é candidata a entrar na base. Assim, deve-se calcular 3

NEDINEE

Como y3 < 0, entdao o problema é ilimitado. Assim, o incremento de x3 a partir do valor
corrente de zero gera os seguintes pontos:

<0

T 2 2
. ) . 4 1 .
T = N Il + REEEE >0
Ty 0 0

que representa a equacao de um raio através do qual o problema de programacao linear tende a
—00.

3.7. O Método Primal Simplex

Ap6s apresentar todos os conceitos relacionados com a teoria do método primal simplex, pode-
se iniciar o processo de sistematizagao desse método. Esse processo é iniciado nesta Secao. Deve-
se observar que a versao apresentada nesta Secao nao é a preferida pelo esfor¢co computacional
necessario para processar esse algoritmo. Assim, a proposta apresentada tem mais valor conceitual.

Seja o problema de programagao linear na forma padronizada.

Min z(z) = cx
s.Q.
Aw—b (3.23)
x>0

em que Posto[A] = Posto[A,b] =m < n e A é uma matriz de dimensao m X n.

O algoritmo primal simplex assume a seguinte forma:

s Passo inicial:

Escolher uma SBF inicial com base B. Portanto, o processo pode ser iniciado com a infor-
macao de uma base que identifica uma SBF. No proximo capitulo é analisado o processo
para encontrar uma SBF caso nao exista essa informagao.
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= Passo principal:

1. Resolver o sistema B xp = b, isto ¢, calcular g = B~'b = b. Assim, temos a solucao
corrente: g = B0 =0, zy =0 e 2(x) = cgzp = ¢, B~ 'b = cpb.

2. Resolver o sistema w B = cp, isto é, calcular w = cgB~!. w é conhecido como vetor de
variaveis duais e estd relacionado com o problema dual do problema corrente e analisado
adiante.

Calcular os coeficientes de custo relativos das varidveis nao bésicas:

J— _— _1 ¢ — . — ¢ — . y
¢i=(2j—c¢j)=cgB aj—c;=wa; — ¢ VjeR
R é o conjunto de indices das varidveis nao basicas. Nesse contexto, encontrar:

max
(2p — k) = ieR (25— ¢)

a) Se (zr — ¢x) < 0= pare porque a SBF corrente ¢ 6tima.
b) Em caso contrario, ir ao passo 3 com xj sendo a varidavel ndo bésica candidata a
entrar na base.

3. Resolver o sistema B y;, = ay, isto é, encontrar y, = B~ tay.
a) Se yr < 0 = pare porque o problema ¢ ilimitado. Assim, o problema ¢ ilimitado

acompanhando o raio:

b _
T = 0 + eg:k Tp: x>0

b) Em caso contrério, ir ao passo 4.

4. xj entra na base e a variavel basica zp,_, que deve sair da base, é encontrada usando a
seguinte relacao:

B omin (B,
yrk_lfifm Yik Yik

Atualizar a base B com a entrada de a; e a saida de ap,, atualizar também o conjunto R e
voltar ao passo 1.

Observagoes importantes: As seguintes observacoes devem ser levadas em conta:

1. Modificagoes caso o problema seja de maximizacao. Nesse caso, deve-se transformar o pro-
blema de maximizacao em um problema de minimizacao usando a seguinte relacao:

maz  f(r) <= —[min — f(x)]

Outra alternativa consiste em modificar o critério de otimalidade. Assim, no problema de
maximizagao se

(Zk —Ck) Z 0

entao a SBF corrente é 6tima. Em caso contrario, selecionar um x; com o coeficiente de
custo relativo de menor valor, isto é, com um (z — ¢x) = min{(z; —¢;); Vj € R}
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2. Pode ser provado que o algoritmo primal simplex converge em um nimero finito de passos
porque o numero de SBFs é finito (ver Teorema 3.4).

Exemplo 3.17: Usando o método primal simplex resolver o seguinte problema de programacao
linear:

min z(xr) = x;— 2x9
—T1 + 19+ 23 =2
—x1 + 229 +x4=206
513120
1'220
1‘320
x420

Assumir que a base B, formada pelas colunas de x5 e x4, representa uma SBF.

Nesse problema, a matriz A e os vetores ¢ e b assumem a seguinte forma:

A:lj‘éé?] c=[1-20 0] b:lﬂ

s Passo inicial:

B = a a4]=[(1) (”:3-1:[1 o]:]
= Passo principal:

1. Calcular as varidveis basicas e a funcao objetivo:

a@:l%] ;m:l“] cs=[00] ex=[1-2] R={12}

Xy

xB:Blb:Ib:b:b:[E] z@g:qu:[oo][E]:o

2. Verificando otimalidade:

w:cBBflchI:cB:[O O}

—1

@rwﬁ—wm—Q—{OO}[q

]—1——1:>(21—01)——1
1

(@—@zw@—@:[ooHQ

‘|—(—2):2:>(22—02):2

Como (22 — ¢3) = 2 > 0, entao a SBF corrente nao é étima e xo é candidata a entrar
na base.
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3. Atualizar a coluna de x5 e verificar se o problema ¢ ilimitado:

Z/zzBlClz:[aQ:az:l;]

Portanto, existe mudanga de base (o problema nao é ilimitado a partir da SBF corrente).

4. Encontrar a variavel béasica que deve sair da base:

2 6 b,
mm{l’Q} ok

Portanto, a varidvel bésica xs deve sair da base e R = {1, 3}.

1. Calcular as varidveis basicas e a funcao objetivo:

szl“”Z] a;Nzl”"] cs=[-2 0] ey=[10] R={13}

Xyq

o[ DO 2]2] eanmnn [ o2 0][2] s

2. Verificando otimalidade:

w=cpB =] -2 0}[_; (1)1:[—2 0]

—1

(zl—cl)zwal—clz{—2 0}[_1]—1:1:>(21—01):1

(s—cs)=wag—cs=| =2 0| [é]—o:—zi(zg—cg):—z

Como (23 — ¢;) = 1 > 0, entdao a SBF corrente nao é 6tima e x; é candidata a entrar
na base.

3. Atualizar a coluna de z; e verificar se o problema ¢ ilimitado:

S EH N

Portanto, existe mudanga de base (o problema nao é ilimitado a partir da SBF corrente).
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4. Encontrar a variavel basica que deve sair da base:

(2 b,
mzn{}:2:22
1 Yrk

Portanto, a variavel bésica x4 deve sair da base e R = {3,4}.

1. Calcular as variaveis basicas e a fungao objetivo:

xB_ll‘] xN_lx?’] cs=[1 -2] ex=[00] R={34}

o[ U2 [2] s [n 2][2] <

2. Verificando otimalidade:

w=cgB =1 —2]{‘2 1]:[0 -1 |

(3 —cs) =was—cs=| 0 —1“

0

(za—c))=war—cy=| 0 —1“1

] —02—1:>(Z4—C4):—1
Portanto, como os dois coeficientes de custo relativos sao menores ou iguais a zero,
entao a SBF corrente é 6tima e o processo termina encontrando um ponto extremo
6timo finito. A solucao étima é a seguinte:

T
T2
T3
Ty

O O =N

Observagoes: Deve-se mencionar as seguintes observagoes importantes:

1. A estratégia de solucao apresentada nao é eficiente. Veja que em cada passo, deve-se montar
a matriz B e inverté-la. Esse processo é demorado, mas apresenta a vantagem de que os erros
de arredondamento sao insignificantes ja que cada iteracao é independente da anterior. A
forma mais tradicional de realizar as iteracoes no método primal simplex consiste em usar a
estrutura do PLE No. 2 para a base que representa a SBF corrente e através de operacoes ele-
mentares de matrizes encontrar o PLE No. 2 para a SBF adjacente. Entretanto, a estratégia
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apresentada pode ser usada esporadicamente em um algoritmo primal simplex mais geral.
Assim, esporadicamente, isto €, a cada 200 iteracoes pode ser conveniente descartar todos os
calculos e com a informacao da base B da SBF corrente fazer todos os calculos mostrados
anteriormente. Essa estratégia pretende eliminar os erros de arredondamento ja acumulados
usando transformagoes de um PLE No. 2 da SBF corrente para o PLE No. 2 da SBF
adjacente.

2. A forma tradicional de realizar uma transicao no método primal simplex consiste em trans-
formar o PLE No. 2 da SBF corrente no PLE No. 2 da SBF adjacente através de operagoes
elementares de matrizes. Esse processo de transformacao, que é apresentado na proxima
Secao, é chamado de pivotagem.

3. No exemplo resolvido anteriormente, pode-se verificar que (z3 — ¢3) = 0 e, portanto, existem
solucoes 6timas alternativas. Se tentamos introduzir a variavel nao bésica x3 na base acontece

o seguinte:
-2 1 1 -2
pr— _1r: pumm
N EI R

que indica que nao existe a possibilidade de encontrar um HALI que identifique um ponto
extremo ao incrementar o valor de x3. Portanto, nao existe ponto extremo adjacente e existe
um raio 6timo definido pela seguinte relacao:

<0

T3 ZL‘320

O O =N
O = =N

3.8. A Método Primal Simplex em Formato de Quadro -
Forma Sistematica de Resolver um Problema de Pro-
gramacao Linear

Nesta Secao, apresenta-se o formato mais usado para implementar o processo de resolucao de
problemas de programacgao linear. O formato na forma de quadro e, portanto, chamado de Quadro
Simplex na verdade é uma forma de representar o PLE No. 2 para a SBF corrente no formato de
quadro. Assim, deve-se deduzir novamente o PLE No. 2 em um formato mais geral e, na sequéncia,
sugere-se a apresentacao desse problema em formato de quadro.

Seja o problema de programacao linear:

min z(r) = cx
s.a.
Aw—b (3.24)
x>0
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Conhecida uma base B que representa uma SBF, entao o problema anterior pode ser transfor-
mado da seguinte forma:

min  z(x)
s.a.
2(x) — cprp — eyrn =0
B Tp + N IN — b
B Z 0
TN Z 0

(3.25)

Agora realizamos manipulacoes algébricas para eliminar zp da funcao objetivo e deixar os
coeficientes das varidveis basicas xp, com coeficientes unitarios nas restrigoes principais, isto ¢,
vamos montar o PLE No. 2 com uma estrutura ligeiramente diferente. Das restricoes B xp +
N xn = b temos o seguinte:

rp=B"'— B 'N xy (3.26)

A relagao anterior é multiplicada por cpg:

CBpp — CBB_lb - CBB_IN TN (327)

Substituindo cgzp de (3.27) em z(x) — cprp — cyxny = 0 encontramos o seguinte:

2(x) —egB b+ cgB'N oy —enay =0 = z(z) + [cgBT'N —enyley = cgB™'0 (3.28)
Ordenando (3.26) e (3.28) temos o seguinte:

2(z) +0xp+ [cgB™'N — cylay = cgB™'b
) 1 (3.29)
TR +B"'Nxy=B"b
Deve-se observar que (3.29) é apenas o PLE No. 2 em um formato ligeiramente diferente ao
apresentado anteriormente. Adicionalmente, o sistema de m + 1 equagoes (3.28) pode ser colocado
em formato de quadro da seguinte forma:

z(x) B TN RHS

z(z)| 1 0 cgB™'N — ¢y cgB~' < Linha 0

TB 0 I BN B~ b < Linhalam

No quadro anterior, a coluna independente é normalmente chamada de coluna RHS do inglés
Right Hand-Side. Assim, no quadro anterior, chamado de quadro simplex, esta representado o
PLE No. 2 montado usando a informacao de base B que representa a SBF corrente. Portanto,
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analisando esse quadro podemos encontrar as mesmas conclusoes obtidas analisando o PLE No.
2 na representacao completa.

Observacoes importantes: Em relagao ao quadro simplex, deve-se realizar as seguintes obser-
vacoes:

1. Os elementos do vetor cgB™'N — cn sdo os coeficientes de custo relativo das varidveis
nao basicas z; Vj € R, isto ¢, representam os coeficientes de custo relativo das varidveis
nao bésicas dados por ¢; = (z; — ¢;). Portanto, analisando esse vetor podemos responder
se a SBF corrente é 6tima ou nao é 6tima. Também, analisando os elementos desse vetor
podemos identificar os candidatos a pontos extremos adjacentes. Adicionalmente, analisando
cada ¢; podemos descobrir os candidatos a pontos extremos adjacentes de melhor, igual e
pior qualidade. Finalmente, para cada x; e seu correspondente ¢; podemos identificar as
SBF's de melhor qualidade analisando o correspondente ;. Deve-se observar que existem
(n —m) candidatos a SBF adjacente.

2. A matriz B~!'N tem (n—m) colunas e cada coluna é o vetor y; relacionado com cada variavel
nao basica x;.

3. O escalar cg B~'b representa o valor da funcao objetivo para a SBF corrente. Assim, temos
que 2,(x) = cg B~1b.

4. O vetor B~1b representa os valores das varidveis bésicas na SBF corrente. Assim, temos que
xp = B~'b. Obviamente, na SBF corrente temos que zx = 0.

5. A primeira coluna do quadro simplex (a coluna de z(x)) aparece apenas para mostrar a
compatibilidade do quadro simplex com o PLE No. 2. Portanto, o quadro simplex mostra o
PLE No. 2 montado para a SBF corrente. A partir desse quadro, pode-se montar o quadro
simplex da SBF adjacente e de melhor qualidade por meio de operacoes elementares de
matrizes.

6. Em resumo, no quadro simplex existe toda a informacao para verificar a otimalidade da SBF
corrente e para realizar a transicao para a SBF adjacente de melhor qualidade.

7. A matriz identidade é parte integrante do modelo e nao depende da base B que representa
a SBF. Veja a estrutura do PLE No. 2.

3.8.1. A Transicao para uma SBF Adjacente

O quadro simplex corrente, que representa o PLE No. 2 para a SBF corrente, pode ser transfor-
mado no quadro simplex para a SBF adjacente e de melhor qualidade. Essa operacao é realizada
por meio de operagoes elementares de matrizes, chamada de pivoagem. Nessa transformacao, deve-
se atualizar as variaveis basicas e nao basicas, os coeficientes de custo relativo das variaveis nao
basicas, as colunas relacionadas com os vetores y; e os valores da funcao objetivo e das varidveis
basicas.

Todas essas transformacoes sao obtidas na operacao de pivotagem. Assim, seja a variavel nao
basica ) que deve entrar na base e a varidvel basica xp. que deve sair da base. Portanto, para
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transformar o quadro simplex da SBF corrente para um quadro simplex que represente a SBF
adjacente, deve-se realizar as seguintes operacoes:

1. Dividir a linha r por y,.
2. Atualizar cada linha i = 1,...,m e ¢ # r adicionando a essa linha —y;; vezes a nova linha r.

3. Atualizar a linha 0 adicionando a essa linha —(z; — ¢x) vezes a nova linha 7.

Finalmente, deve-se atualizar a relagao de variaveis basicas e nao basicas.

3.8.2. Algoritmo Primal Simplex no Formato de Quadro

O algoritmo primal simplex no formato de quadro, para o problema de minimizacao, assume
a seguinte forma:

» Passo Inicial: Com uma base B conhecida e que identifica uma SBF montar o seguinte
quadro simplex inicial.

z(xz) =B TN RHS
Z(Qf) 1 0 CBB_lN—CN CBB_lb
x| 0 I B~'N B~

= Passo Principal: Identificar x; usando a seguinte relacao:

max
(2x — k) = ieR (25— ¢)

1. Verificar a otimalidade da SBF corrente:
Se (zx — ¢;) < 0, entdo a SBF corrente é 6tima e pare. Em caso contrario, fazer o
seguinte:

a) Se yr < 0, entdo pare o processo com a informagao de que o problema é ilimitado.
Nesse caso, a equacao do raio através da qual a fungao objetivo tende a —oo € a
seguinte:

x:l3_8]+[_yk]xk: T >0

onde e é um vetor de dimensao (n —m) com elementos iguais a zero, exceto na
posigao correspondente a xj onde vale 1.
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b) Em caso contrério, isto é, se existe pelo menos um elemento positivo em gy, entao
identificar a linha r e a varidvel basica xp, que deve sair da base usando a seguinte
relagao:

A continuagao implementar a pivotagem do quadro usando y,; para a pivotagem
e atualizar as varidveis basicas e nao bésicas (x) entra na base e xp, sai da base).
Repetir o passo principal até atingir a convergéncia.

Observacao importante: No inicio do Passo Principal, escolhe-se a variavel nao basica xj que
tem o maior valor de coeficiente de custo relativo ¢;. Essa é um proposta realizada na origem
do método primal simplex. Entretanto, nao existe garantia de que esse tipo de escolha permita
que um problema de programacao linear seja resolvido em um nimero menor de iteragoes. Assim,
em principio, pode-se escolher como candidata a entrar na base qualquer variavel nao basica que
tenha coeficiente de custo relativo positivo. Em outras palavras, de todas as candidatas a SBF
adjacente e de melhor qualidade podemos escolher, em principio, qualquer uma delas.

Exemplo 3.18: Usando o método primal simplex, resolver o seguinte problema de programacao
linear:

min z(x) = 3 — 2x9
—x1 + Ty + T3 =2
—$1+2$2 +$4:6
1'120
SL’QZO
1’320
ZL‘4ZO

Assumir que a base B, formada pelas colunas de x3 e x4, representa uma SBF.

Nesse problema, a matriz A e os vetores ¢ e b assumem a seguinte forma:

A:lj;éﬂ c=[1 -20 0] b:l2]

= Passo inicial: Montagem do quadro simplex inicial.

1 0 _ 1 0
:cgzlii]:HB:[ag m}zlo 1]:31:[0 1]:[



cs=[00] ev=[1-2] R={12}

cgB7 b =cpb=0

Com esses dados, pode-se montar o quadro inicial mostrado na Figura 3.3.

= Passo principal:
(zr — k) =max {—1,2} = (20 — c2) =2 k=2
Assim x5 é candidata a entrar na base.

1. Verificar otimalidade:
9 ¢ candidata a entrar na base.

2. Verificar se o problema ¢ ilimitado. y, tem a seguinte forma:

oe[3

Portanto, existe mudanga de base. A variavel basica que deve sair da base ¢é a seguinte:

b _ (2.9,

Yrk 12

Portanto, a varidavel x3 deve sair da base. Apos realizar pivotagem, encontramos o
segundo quadro mostrado na Figura 3.3.

» Continuando o processo de otimizacao encontramos a solucao 6tima mostrada na Figura 3.3.
Deve-se observar que todos os calculos geralmente sao realizados no proprio quadro simplex.
A solugao étima é a seguinte:

ry =2 T9 = 4 rx3=14=0= z(x) =—6

Também, deve-se observar que (23 — ¢3) = 0 e como y3 = [—1, —2]", entao existe um raio étimo
nesse problema de programacao linear.

Observacoes importantes: Em relacao ao quadro simplex, as seguintes observagoes sao impor-
tantes:

1. Do quadro simplex temos o seguinte:

2(x) = cgB~ ' — [egB'N — cylany = cgB7'b — Z(zj —¢j)x; (3.30)
JER
tp =B — B 'Nay=B"b—> yuz, (3.31)
JER
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Z(x)| 1 22 ®3 T4 |RHS

o (-1 1 1 02| mnf3}=2

1 | 0 1 0o -2 1 2

Figura 3.3: Quadro primal simplex do Exemplo 3.18.

a) De (3.30) temos o seguinte:
0z(x)
3xj

Assim, ¢ possivel diminuir z(z) aumentando z; desde que (z; —¢;) > 0.

= —(2zj — ¢;) VieR (3.32)

b) De (3.31) temos o seguinte:

81’3 8:1:’3, .
_ = e vieR 3.33
oz, Y oz Yij (S ( )

¢) Também a seguinte relagao é valida:

yj =B la; = By; = a; = a; = Za&%j = Zyz‘j“Bi (3.34)
i=1 =1

que indica que a; é uma combinacao linear das colunas de B e os y;; permitem essa
combinagao linear.

d) De (3.30) temos o seguinte:

0z(x) 1 0z(x)
=cgB T =w—
a —F ab;
onde os w; sao os multiplicadores simplex, isto é, as variaveis duais do problema dual
como mostrado adiante.

= w; (3.35)
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e) De (3.31) temos o seguinte:

O0rp -1 a'IBi -1
=P =, 530

onde b;;' ¢ o elemento ij da matriz B~".

2. Quando o quadro inicial é formado por uma matriz identidade constituida pelas colunas das
variaveis de folga e, portanto, com coeficientes de custos iguais a zero, isto é, se o quadro
inicial tem uma base B = [ e cg = 0, entao os valores de w se encontram disponiveis
diretamente no quadro simplex, assim como, em todos os quadros simplex gerados posteri-
ormente. Essas varidveis se encontram na linha zero e abaixo das varidveis basicas originais.
Esta importante propriedade pode ser facilmente verificada.

Supor que a base inicial é B, = I e que cg, = |0,...,0]. Nesse contexto, supor que em um
o ) Y )

quadro posterior, identificada pela base B, pretendemos encontrar os coeficientes de custo

relativo correspondentes as varidveis basicas originais (do quadro inicial). Assim temos:

6Bo = CBB_lNO —cB, = CBB_ll — 0= CBB_l = w

Deve-se observar, novamente, que esse comportamento acontece quando o problema original
estd na forma A x < b e apds padronizacao resolvemos o problema na forma A x+ I x; = b.
Em outro caso, o vetor w pode ser sempre encontrada usando a relacao genérica w = cg B~L.

3. A matriz B~! pode estar disponivel em qualquer quadro simplex identificado com a base B.
Esse caso acontece se a matriz base inicial B, usada para montar o quadro simplex inicial
é B, = I. Nesse contexto, em qualquer quadro simplex posterior identificada pela base B,
a inversa B~! se encontra nesse quadro e abaixo das colunas bésicas do quadro simplex
original. Para provar essa caracteristica importante, supor que a matriz A do problema de
programacao linear tem a seguinte estrutura:

A=[ N

Agora supor que temos o quadro simplex que representa uma base definida por B. Esse
quadro na verdade ¢ encontrado multiplicando a matriz A por B~!. Portanto, esse quadro
tem a seguinte forma:

A=[I N|=B' I N]=[B' BN

Portanto, B! se encontra no quadro corrente identificada pela base B e abaixo da matriz
identidade no quadro inicial. Veja que a propriedade é mais geral e nao precisa que a base
inicial seja formada por uma matriz identidade. Na verdade precisa apenas que na matriz
A exista uma submatriz que seja a identidade. Nesse caso, B~! sempre estd disponivel em
qualquer quadro simplex e abaixo da matriz I no quadro simplex inicial.
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Exemplo 3.19: Encontrar os valores das relagoes matematicas mostradas nas observacgoes impor-
tantes para o quadro simplex 6timo do Exemplo 3.18.

Do quadro étimo mostrado na Figura 3.3 temos os seguintes:

. i) . T3 -1 _ -1 1 . 0
Com essas informacoes e com o quadro 6timo do Exemplo 3.18 encontramos as seguintes
relagoes:

1. Variagao da fungao objetivo em relagao a uma varidvel ndo bésica. De (3.32) temos o seguinte:

0z(x) _0 0z(x)

=1
81’3 8134

2. Variagao da variavel basica em relagdo a uma variavel nao basica. De (3.33) temos o seguinte:

81’1 axl
B -
8.1‘3 8304
(9$2 8372
2 |
03 014

3. Variagao da fungao objetivo em relacao ao vetor b. De (3.35) temos o seguinte:

0z(x) _0 0z(x)

=1
(%1 8b2

4. Variagao de uma varidvel bésica em relagao ao vetor b de recursos. De (3.36) temos o seguinte:

al'l (93:1 8372 amQ
2 — 9 — =1 — =1 — =1
8()1 8b2 8b1 abZ
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