Capitulo 2

Algebra Linear, Analise Convexa e
Conjuntos Convexos Poliedrais

2.1. Introducao

Neste Capitulo, apresenta-se dois tépicos altamente relevantes e relacionados com a teoria
e aplicacao de resolucao de problemas de programagao linear. Inicialmente, apresenta-se uma
revisao de topicos de algebra linear basica. Dentre esses topicos, tem especial importancia as
informagoes relativas a resolucao de um sistema linear de equacoes algébricas. Entretanto, o tépico
mais relevante esta relacionado com a teoria de conjuntos convexos. As restricoes de um problema
de programacao linear podem ser caracterizadas como sendo um conjunto convexo. Na verdade
podem ser caracterizadas como um tipo especial de conjunto convexo, isto €, um conjunto convexo
poliedral. Portanto, conceitos relacionados com conjuntos convexos tais como subespaco, raio,
hiperplano, ponto extremo de um conjunto convexo e dire¢ao extrema de um conjunto convexo
sao muito importantes para entender a metodologia de resolugao de problemas de programacao
linear.

Adicionalmente, deve-se observar que a caracterizacao de pontos extremos e diregoes extremas
e, especialmente, a teoria e aplicagao relacionadas com o Teorema Geral da Representacao (TGR)
de um conjunto convexo representam os topicos mais relevantes apresentados neste Capitulo.
Esses tépicos sao usados no proximo Capitulo para entender o método simplex para resolugao de
problemas de programacao linear. Finalmente, deve-se observar que os conceitos de ponto extremo
e de diregcao extrema apresentados neste Capitulo podem ser interpretados como relacionados a
uma visao geométrica do problema de programacao linear e esses conceitos sao analisados de forma
independente da visao algébrica apresentada no préoximo Capitulo. Além disso, ambos conceitos
sao equivalentes, embora em muitas aplicacoes, um tipo de visao geométrica ou algébrica possa ser
mais adequada para interpretar problemas e provar teoremas relacionados com a teoria e aplicacao
de problemas de programacao linear.
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2.2. Revisao de Tépicos de Algebra Linear

2.2.1. Vetores

Um vetor é um arranjo de n nimeros arranjados em linha ou coluna.

Exemplos de vetores sao os seguintes:

a=[13 6] b:lg]

Vetores Especiais:

O chamado vetor i-ésimo unitario ¢ um vetor especial em que todos seus elementos sao iguais
a zero, exceto a posicao i, que vale 1. Assim, esse vetor assume a seguinte forma:

0

0

Combinacao Linear de Vetores no Espaco E™:

Um vetor b de dimensao n é uma combinacao linear dos vetores aq, as, ..., a; em E™ se satisfaz
o seguinte:
k
b= Z )\jaj (21)
=1

onde os \; sao numeros reais. Se, adicionalmente, a seguinte relacao for verdadeira:

fj N=1 (2.2)

entao o vetor b é uma combinagao afim dos vetores ai, ag, ..., a;. Adicionalmente, se \; > 0,
entao a combinacao é convexa. Nesse contexto, E" é chamado de espaco euclidiano de dimensao
n e constituido por todos os vetores de dimensao n.

Independéncia Linear de Vetores no Espaco E":

Os vetores de dimensao n, aj, as, ..., a; sao chamados de linearmente independentes (LI) se
cumprem a seguinte relagao:

k
Z)\jaj:O:>Vj:1,2,...,k:. (23)

Jj=1

22



Adicionalmente, se os vetores nao sao linearmente independentes, entao eles sao linearmente
dependentes.

Exemplo 2.1: Mostrar que os seguintes vetores sao linearmente independentes:
1 -1
) el
Se a; e as sao linearmente independentes entao temos o seguinte:
Aa1 + A = 0 =
[ o= AT = (BT =

Portanto, como foi provado que \; = Ay = 0, entao a; e ay sao linearmente independentes.

Exemplo 2.2: Mostrar que os seguintes vetores sao linearmente dependentes:

1 -1 0
ay = 2 a9 = 1 as = 3
3 -1 2

Inicialmente, tentamos provar que os vetores aq, as e ag sao linearmente independentes. Assim
temos o seguinte:

1 -1 0
a1 + Aoag + )\3(13 =0= 1|2 | AN+ 1 X+ |3 )\3 =0
3 -1 2
AM—A=0 A=Ay A=A PN
2M + A +30 =0 = { 3N +30=0 = { M+ X3=0 :>{A1__A2
3\ — A +203=0 2\ +2X3 =0 da+ A3 =0 2T
)\1 = )\2 = )\3 = —
para qualquer « real. Assim, por exemplo, para o = 1 temos A\; = Ay = 1 e \3 = —1 e diferentes

de zero. Portanto, concluimos que os vetores a;, as e az nao sao linearmente independentes, isto
é, sao linearmente dependentes.

Vetores que Geram o Espaco Euclidiano E"

Um conjunto de vetores aq,as,...,a, em E™ gera o espaco E™ se qualquer vetor em E™ pode
ser representado como uma combinacao linear dos vetores aq,as,...,ay. Assim, dado um vetor
b € E™, entao devem existir escalares Ai, A9, ..., \x de forma que:
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k
b = Z )\jaj (24)
7j=1

Exemplo 2.3: Mostrar que os seguintes vetores geram o espaco F?:

1 1 -1
I S
De (2.4) temos o seguinte:
B R KT R S (g EE vt
Fazemos A3 = «a e temos o seguinte:
Ay = by — 3«
AM=b— X+ A3=0 — (by —3a) +a=b; — by + 4«
Portanto, uma solugao geral assume a seguinte forma:
A =by — by + 4o Ay = by — 3« A3 = &
para qualquer valor de « real. Assim, duas solugoes particulares sao as seguintes:
1. Quando a = 0:
A =0b; — by A2 = by A3 =0
2. Quando a = by:
A1 = by + 3by Ao = —2bo A3 = by

Exemplo 2.4: No exemplo anterior, mostrar que os vetores ai, as € as geram o seguinte vetor:

-[i]

Existem muitas formas de encontrar a representacao solicitada, uma representagao para cada
valor de a escolhido. Assim, escolhemos arbitrariamente um o = 2. Substituindo este valor na
solugao geral do exemplo anterior temos o seguinte:

M =4—8+4(2)=4 Ay =8—3(2) =2 A3 =2
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Figura 2.1: Os vetores ai, as e az geram o vetor b.

Assim, foi encontrada a seguinte representagao:

4 1 1 -1
8:4O+21+23

cuja representacao grafica é mostrada na Figura 2.1.
Vetores que Formam uma Base no Espago Euclidiano E”

Um conjunto de vetores ay,as,...,ar em E™ forma uma base no espaco E" se satisfazem as
seguintes condicoes:

1. Se ay,ao,...,a;, gera o espago E™.

2. Se qualquer um dos vetores for removido, entao o conjunto restante de vetores nao gera o
espaco E".

Forma Equivalente de Definir uma Base no Espaco Euclidiano E"

Um conjunto de vetores aq,as,...,a, em E™ forma uma base no espaco E™ se k = n e esses
vetores sao linearmente independentes.

Propriedade Importante Relacionada com uma Base no Espaco Euclidiano E”

Dado um vetor b € E", entao uma base de E™ representada pelos vetores ay, as, ..., a, repre-
senta o vetor b de maneira unica. Assim, a dimensao da base é unica, formada por n vetores no
espaco E", mas o conjunto de vetores que formam uma base nao é tnico.

25



Exemplo 2.5: Mostrar que os seguintes vetores:

) el

que formam uma base em E?, representam de maneira tinica o vetor:

-[¢]

De (2.4) temos o seguinte:

— 20
1 1], -1, M= Ay —4 M =3
N N 3 [ 77 30 =28 ’ g
)\3:§

Portanto, existe uma tnica combinagao possivel para representar o vetor b combinando os
vetores a; e az. Na Figura 2.2 é mostrada essa representacao de forma grafica.

A
X2
....................... 8 S B
6T b
o-'..‘ Agag
4__
as\ 2+
D

Figura 2.2: O vetor b é representado de forma unica pelos vetores a; e as.

2.3. Matrizes

Uma matriz é um arranjo retangular de niimeros. Assim, por exemplo, uma matriz A assume
a seguinte forma:
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=5 %

Nesse contexto, é comum representar uma matriz por linhas e colunas. Assim, a matriz A
mostrada anteriormente pode ser representada por colunas da seguinte forma:

1=lo w]=a=|g] e a=| 3

A mesma matriz pode ser representada por linhas da seguinte forma:

A:[a1 aQ}:>a1:[1 —4} e a2:{6 8}

2.3.1. Solucgao de um Sistema Linear de Equacoes Usando Operacoes
Elementares de Matrizes

Em uma matriz podem ser realizadas operagoes elementares de matrizes por linhas ou colunas.
As operacoes elementares por linhas sao as seguintes:

1. A linha 7 e a linha j podem ser trocadas.
2. A linha i pode ser multiplicada por um escalar k # 0.

3. A linha i pode ser substituida pela linha 7 adicionada de k vezes a linha j.

Essas propriedades de operagoes elementares em uma matriz sao usadas para mostrar a forma
de resolver um sistema algébrico linear da forma A x = b formado por m equagoes e n variaveis.
Assim, a matriz A é de dimensao m x n, b é um vetor de dimensao m e x é um vetor de dimensao
n.

Propriedade Fundamental para Resolver um Sistema Algébrico Linear

. . . / / ,
Supor que a matriz [A,b] foi transformada para a matriz [A',b] usando apenas um numero
finito de operacoes elementares de matrizes. Nesse contexto, a seguinte relacao é verdadeira:

Az =be A x=1

Em outras palavras, uma solucao x que resolve um sistema também é solucao do outro sis-
tema algébrico linear. Essa propriedade fundamental é usada como base para justificar as varias
formas de resolver um sistema algébrico linear. Portanto, usamos essa propriedade para mostrar
os métodos de Gauss-Jordan e de Gauss.

Método de Gauss-Jordan
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Neste método a estratégia fundamental consiste em transformar a matriz A até assumir a

forma da matriz identidade, isto é, A" = I. Nesse caso a solucdo = é encontrada de forma trivial,
istoé, e =b =x=10.

Exemplo 2.6: Use o método de Gauss-Jordan para resolver o seguinte sistema:

X1+ 2%2 + T3 = 10 1 2 1 T 10
—ZL’1+2$2—$3:6 — -1 2 -1 ) = 6
To + X3 = 2 01 1 T3 2

12 1 10 12 1% 10
(Aibo]=|-12-1:6|=1]040: 16
001 1 : 2 011 : 2
1213 10 120 12 10 0
010: 4 |=]010: 4 |=]010
001 ;i -2 001 —2 001 -2

Portanto, a solucao do sistema algébrico linear é a seguinte:

Ar=b=—=1To=b=—0a=10

T 4
To | = 4 —x =4 o =4 T3 = —2
T3 —2

Método de Eliminacao de Gauss

, ~ . . . !/

No método de Gauss, o processo de transformagao da matriz A termina quando a matriz A se
transforma em uma matriz triangular superior. Finalmente, para encontrar os valores das variaveis
x realizamos um processo de substituicao a partir do valor do ultimo elemento de x.

Exemplo 2.7: Use o método de Gauss para resolver o sistema do exemplo anterior.

Neste caso temos o seguinte sistema:

12 1][m 10
12 =1 ||a|=]6
01 1] a3 2

Realizando operagoes elementares por linha das matrizes encontramos o seguinte:
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12 1 © 10 121110 1211 10
(A:ibo]l=|-12 1:6|=]040:16|=]010: 4
0 1 1 © 2 011 2 001 =2

Assim, a matriz A assume uma forma triangular superior e temos o seguinte sistema equiva-
)
lente:

1 21 T 10
010 Ty | = 4
0 01 T3 -2

Portanto, o sistema algébrico anterior pode ser facilmente resolvido por substituicao reversa a
partir da solucao de x3 da seguinte forma:

T3 = —2 1'2:4:>ZE1+2$2+J}3:10:>I1+2(4)+(—2):10:>l‘1:4

2.3.2. Inversa de uma Matriz

Se A é uma matriz quadrada de dimensdo n x n, entdo sua inversa A~! deve satisfazer a
seguinte relagao:

AATT=ATA=1

A inversa de uma matriz pode ser encontrada usando operagoes elementares de linhas de
matrizes. Assim, a estratégia é a seguinte:

{ A T } — [operagoes elementares de linhas|] — { I @ A1 ]

Se nao for possivel encontrar uma matriz identidade usando a estratégia anterior, entao a
matriz A nao tem inversa. Nesse caso aparece pelo menos uma linha com todos os elementos
iguais a zero, mostrando que a matriz A nao tem posto completo.

Propriedade Importante:

Uma matriz quadrada A de dimens@o n X n tem inversa <= sua linhas (ou equivalentemente
suas colunas) sao linearmente independentes ou, em outras palavras, a matriz A tem posto com-
pleto.

Exemplo 2.8: Encontrar a inversa da seguinte matriz:

1 2
A= -1 2 -1
01 1
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Realizando operacoes elementares por linha da matrizes encontramos o seguinte:

12 1:100 12131100
lAir]l=]-12 1:i010|/=|040:110|=
01 1:001 011001
121 1 00 120 51 10 8 2 -1
010 L2 0|=1]010 T 1 0|=1]010 T30
001: -3 —11 001 : -3 —7 1 001: % -1 1

Observacao importante: E oportuno lembrar a seguinte operagao de matrizes:
(A r]|=A" a4 1]=]a: ar|=]1: 4]

2.3.3. Posto de uma Matriz

O posto de uma matriz A de dimensao m x n é igual o nimero méximo de linhas (ou colunas)
linearmente independentes da matriz A. Assim, temos o seguinte:

Posto (A) < min(m,n)

Nesse contexto, se Posto (A) = min(m,n), entdo a matriz A é de posto completo.

Propriedade importante: Pode ser demonstrado que se o posto de uma matriz A é k, Posto (A) =
k, entao a matriz A pode ser reduzida da seguinte forma:

Operacoes L 0
A — | elementares | = A" = k ]
de matrizes 0: 0

Portanto, a dimensao de k determina o posto da matriz. Se k = min(m,n), entao a matriz A
tem posto completo e se k < min(m,n), entdo a matriz A nao tem posto completo. Adicionalmente,
o nuimero de linhas com valores iguais a zero permite identificar o niimero de linhas redundantes.
Deve-se observar que a matriz que se encontra abaixo da matriz () deve ter todos seus elementos
iguais a zero. Em caso contrario, seria possivel incrementar o posto da matriz A, isto é, a dimensao
de I}, transferindo para a diagonal um valor diferente de zero.

2.3.4. Analise do Processo de Solugao de um Sistema de Equacoes
Lineares

Consideremos que pretendamos resolver o seguinte sistema de equacoes algébricas lineares:
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Az =5

em que A é uma matriz de dimensao m xn, b é um vetor de dimensao m e x é o vetor de incégnitas
de dimensao n.

Nesse contexto podem acontecer as seguintes possibilidades:

1. O Sistema algébrico linear é inconsistente.

Se Posto [A,b] > posto[A], entdo o vetor b nao pode ser representado como uma combinagao
linear dos vetores aq,ao,...,a, que sao as colunas da matriz A. Em outras palavras, nao
¢ possivel representar o vetor b como uma combinagao linear dos vetores coluna da matriz
A e, portanto, estd caraterizado um sistema inconsistente. Veja que estamos pretendendo
encontrar escalares xi, T, ..., T, (os elementos do vetor z) que permitam representar o
vetor b como uma combinagao linear dos vetores coluna ay, as, . .., a, (as colunas da matriz
A). Nesse contexto, se o vetor b nao for representavel entdo temos um sistema inconsistente.

Exemplo 2.9: Consideremos o seguinte sistema algébrico linear:

Ty + 229 + 23 — 224 = 10 1 2 1 -2 Ty 10
—ZE1+21’2—$3+?I}4:6 . -1 2 -1 1 i) _ 6
T + Ty = 2 01 1 0 XT3 2

—x1 + 929 + 223 = 29 -19 2 0 T4 29

Para o sistema de equagoes mostrado anteriormente, pode ser provado que Posto[A,b] =
4 > Posto[A] = 3. Assim, como o Posto[A,b] > Posto[A], entdo nao ¢ possivel representar
o vetor b como uma combinacao linear dos vetores coluna da matriz A, isto é, nao existem
valores escalares para x1, x2, x3 € x4 que permitam de que o seguinte sistema seja verdadeiro:

10 1 2 1 —2

6 —1 2 —1 1

9 = 0 T+ 1 To + 1 T3 + 0 Ty
29 —1 9 2 0

Na verdade, os quatro vetores coluna nao sao linearmente independentes e nao geram o
espaco E* e, particularmente, nao podem gerar o vetor b indicado. Assim, neste caso, dizemos
que o sistema algébrico linear é inconsistente. Na prética nao se encontra o Posto[A,b] e o
Posto[A] porque representam tarefas trabalhosas. Assim, adota-se uma estratégia geral de
operacoes elementares de matrizes para qualquer sistema algébrico linear e, no final, deve-se
identificar o tipo de solucao como é mostrado adiante.

2. O Sistema algébrico linear tem solugao factivel.

Se Posto|A] = Posto[A,b] = k, entdo existe pelo menos uma solugao factivel. Neste caso o
sistema algébrico linear ou melhor a matriz [A, b] pode ser ordenada da seguinte forma:
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K
-y
A
Y

Ay by k

onde a matriz A; é de dimensao k X n, o vetor by é de dimensao k, a matriz A, é de dimensao
(m — k) xn e o vetor by é de dimensao (m — k). Assim, de forma geral, podemos supor que:

posto[A;| = Posto[A1,bi] =k

Exemplo 2.10: Consideremos o seguinte sistema algébrico linear:

T, + 229 + 23 — 224 = 10 1 2 1 -2 T 10
—T1+ 229 — 23+ 24 =06 -1 2 -1 1 x9 | | 6
wotas=2( | 01 1 o0of|las]| |2

-1 + 9%2 + 2ZE3 =28 -1 9 2 0 Ty 28

Para o sistema de equagoes mostrado anteriormente, pode ser provado que Posto[A,b] =
Posto[A] = 3 < min(m,n). Assim, podemos concluir que os vetores coluna da matriz A
nao sao linearmente independentes. Nesse contexto, podemos ordenar o sistema anterior da
seguinte forma:

-1 9 2 0 | 28

Neste caso, se o vetor x resolve o sistema A;x = by, entao também resolve automaticamente
o sistema Asx = by. Portanto, as equagoes Asx = by sdo chamadas de redundantes ou depen-
dentes e devem ser eliminadas do processo de solucao. Entretanto, nao é trivial identificar as
equacoes redundantes. Também neste caso é usada uma estratégia geral mostrada adiante
em que no final do processo podem ser identificadas as equagoes redundantes.
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Apés eliminar as equagoes redundantes temos o sistema reduzido A;x = by com Posto[A] =
k. Neste contexto, é possivel separar A; em duas parcelas da seguinte forma:

k (n—k)

;|4 ;l
r|~ rl

I

onde B é uma matriz quadrada de dimensao k X k e Posto[B]| = k. Nesse contexto, a matriz
B ¢é chamada de matriz basica porque suas colunas formam uma base para o espaco E¥ e
N é chamada de matriz nao basica.

Para o Exemplo 2.10 podemos fazer a seguinte separagao para obter A;:

12 1 =2 12 1 -2
Ai=|-12 -1 1|=B=|-12 -1 e N= 1
01 1 0 01 1 0

onde B é a matriz basica e N é a matriz nao béasica.

Também, podemos fazer a seguinte separacao de variaveis:

1
X2
X1
Lh+1
Ty, T2 )
xr = — IB = . e N = .
x

Lh+1 Tk n

x’l’b

Assim, podemos fazer a seguinte transformacao:

B

]:blz>B$B+N$N:bl
TN

Aw=b=[pB : N}[

Como B ¢ de posto completo, entao existe a inversa B~! e, portanto, a relacao anterior pode
ser modificada da seguinte forma:

B'Bap+B'Nay=DB"b = 25 = B'b; — B"'N ay (2.5)
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Para o exemplo que estamos resolvendo temos o seguinte:

3 _ 1
i —1 1
-1 11
11
-1 —1 1
e substituindo em (2.5) temos o seguinte:
3 _1 3 1
1 1 71 110 e
w|=| 1 1 0 g -+ 20 (1) [24]
x 11 11
’ -1 —1 1 -1 —1 1
_ 7
7 .%'1—4"‘1/\
T 4 le $2_4+i/\
To = 4 | + 1 [1'4]:> 1
23 2 B Ty =—2— 3\
4 .T4:)\

onde A é um numero real.

No exemplo que esta sendo analisado existem duas possibilidades:

a)

Quando k£ = n: Neste caso N é vazio e o sistema tem apenas uma solucao tnica que
assume a seguinte forma:

4
rp = Bilbl = 4
-2

Quando k < n: Neste caso podemos dar valores arbitrarios aos elementos de zy (24 no

exemplo) e, uma vez escolhidos esses valores, pode-se encontrar uma solu¢ao para os
elementos de zp usando a seguinte relagao:

Irp = Bilbl — BilN N

Neste caso, o sistema aceita infinitas solugoes e esse tipo de problema é o que interessa
em programacao linear.

Observacao importante: Em um sistema como o mostrado anteriormente, se especifi-
camos valores arbitrarios para os elementos de xy, entao encontramos uma solugao tnica
para os elementos de xp ja que a matriz B tem inversa. Entretanto, um tipo de solugao
particularmente especial é aquela encontrada dando valores iguais a zero para todos os
elementos de x . Nesse contexto temos o seguinte:
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N = :[EB:B_lbl

Esse tipo de solugao é conhecida como solugao basica do sistema A;x = b;. Finalmente,
se nessa estratégia de busca de uma solucao para o sistema algébrico linear acontece que
encontramos uma solucdo com zy = 0 e xp = B7'b; > 0, entdo esse tipo de solucao
¢ conhecida como solugao basica factivel (SBF'). O conceito de SBF ¢ crucial ao analisar
os tépicos de resolucao de problemas de programacao linear (PL).

Resumindo, ao resolver um sistema de equagoes algébricas lineares pode acontecer uma das
seguintes alternativas:

1. Se Posto[A,b] > Posto|A] = A x = b é um sistema inconsistente e nao existe solugao.
2. Se Posto[A,b] = Posto[A] = k =n = Az = b tem uma unica solucao.

3. Se Posto[A,b] = Posto[A] = k <n == A x = b tem infinitas solugdes.

Observacao importante: Todas as caracteristicas mencionadas anteriormente podem ser verifi-
cadas implementando a eliminagao de Gauss da seguinte forma:

Eliminacao de Gauss

~ ’ /

A x =b=— | com operagoes elementares | = Ax =10
de linhas de matrizes

Apos realizar o processo de transformacao mostrado anteriormente, encontramos um sistema
com a seguinte estrutura:

Nesse contexto, aparecem as seguintes possibilidades:

1. Se Posto[A] = k < m e by # 0, entdo o sistema é inconsistente e nio existe solucio. Veja
que nesse caso existe uma equacao inconsistente por cada elemento de b; # 0.

2. Se Posto[A] =k e k=n<meb, =0, entdo o sistema tem solucio tinica.

3. Se Posto[A] =k, k <n e by, =0 (quando k < m), entdo os sistema tem infinitas solucdes.
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2.4. Conjuntos Convexos e Funcoes Convexas

2.4.1. Conjunto Convexo

Um conjunto X em E" ¢ chamado de conjunto convexo se dados dois elementos x; e x5 que
pertencem a X entdo o elemento genérico x = A x1 4+ (1 — X\)xe € X para cada A € [0, 1]. A Figura
2.3 mostra um conjunto convexo e um conjunto nao convexo.

° °
T X2
° °
T X2
(a) Conjunto convexo. Conjunto nao convexo.

Figura 2.3: Conjuntos convexo e nao convexo.

Deve-se observar que em FE?, os pontos que satisfazem a condi¢do x = A 21 + (1 — A\)xy com
A € [0, 1], sdo pontos do segmento de reta que une x; e x5 e pode ser observado graficamente da
seguinte forma:

®
T i T2

r=Ax1+ (1 =Nz com A€ [0,]1]

Deve-se observar que para cada A € [0, 1] é gerado um ponto no segmento de reta que une os
pontos x1 e To. Assim, todo ponto no segmento de reta que une x; e x5 é chamado de combinacao
convexa de 1 € ZTs.

Exemplo 2.11: Exemplos de conjuntos convexos. Nos exemplos mostrados A é uma matriz de
dimensao m X n, b é um vetor de dimensao m e x é um vetor de dimensao n. Nesse contexto, os
seguintes conjuntos sao conjuntos convexos:

» X ={z:Ax=0}

» X={z:Axz=0b, x>0}

» X={z:Azxz<b; x>0}

Como ilustragao, provamos apenas que o primeiro conjunto é um conjunto convexo.
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Sejam 1 e w9 dois pontos que pertencem ao conjunto X. Entao, devemos provar que X ¢é um
conjunto convexo, isto é, devemos provar que o ponto T =z + (1 = XN)xzy € X para A € [0,1].

SexleX:>A:U1:b.
SGIQEX:>AJJ2:b.

Multiplicando a primeira relagao por A e a segunda relagao por (1—X\) e somado ambas relagoes
temos o seguinte:

Mz =Ab e (I=MNAzs=(1-XN)0D

Mz + (1= NAzs=Ab+(1—A\)b

ANz 4+ (1 =N zy]=b= Az =b

e, portanto, ' = Az + (1 — Ny € X.

Observacao importante: Na prova anterior x; é um vetor de dimensao n que pertence ao
conjunto X. Em outros casos, x; também representa o primeiro elemento do vetor z e, portanto,
é um escalar. Entretanto, o contexto identifica facilmente se x; é um escalar ou um vetor de
dimensao n. Também sempre que usamos o sistema A x = b deve estar implicito que x tem
dimensao n e, portanto, estamos trabalhando no espago E".

2.4.2. Tipos Especiais de Conjuntos Convexos: Hiperplano, Subespaco
e Raio

A seguir apresentamos alguns conjuntos convexos muito importantes na resolucao de problemas
de programacao linear.

Hiperplano

Um hiperplano H no espaco E™ é um conjunto convexo definido da seguinte forma:
H={x: pr=k}

onde p é um vetor conhecido de dimensao n e diferente de zero e k é um escalar também conhecido.
A Figura 2.4 mostra um hiperplano. Devemos observar que, por exemplo, a relacao 3z —xo+4x3 =
9 é um hiperplano em E®. Assim, o sistema algébrico A = b est4 formado por m hiperplanos
em E™ e o conjunto X = {z : A z = b} estd definido por pontos x que se encontram dentro da
intersecao de m hiperplanos.

Existe uma definicao alternativa de hiperplano. Seja x, € H, entao temos o seguinte:



Hiperplano

Figura 2.4: Hiperplano.

Das duas relagoes anteriores encontramos uma forma alternativa de caracterizar um hiperplano:

p(r—1z,) =0

O hiperplano em E? representa a equacao de uma reta, em E° representa a equacao de um
plano e, assim sucessivamente.

Subespaco

Um subespago no espago E™ é um conjunto convexo definido da seguinte forma:
Ht'={z: px >k}
ou também o subespago complementar:
H ={z: px <k}

Assim, claramente, a uniao dos dois subespacos representa o espaco completo E™, isto é,
E™ = HTUH™. Portanto, um hiperplano separa o espaco E™ em duas regioes ou subespacos como
é mostrado na Figura 2.5. Deve-se observar que um subespaco é um conjunto convexo.

Hiperplano

Figura 2.5: Subespagos.

Raio

O raio é um conjunto convexo definido da seguinte forma:
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R={z:z=a,+\d; \>0}

onde d é um vetor conhecido e diferente de zero e z, é um ponto conhecido e chamado de vértice de
um raio. A Figura 2.6 mostra um raio. Um raio também é um conjunto convexo e essa propriedade
¢ demonstrada através de um teorema.

Figura 2.6: Raio.

Teorema 2.1: Um raio é um conjunto convexo.

Prova: Provaremos que o raio:
R={x:z=x,+Xd;, \A>0}

¢ um conjunto convexo.

Sejam 1 e x5 dois pontos que pertencem ao raio R. Assim, devemos provar que o ponto
genérico ©° = \zy + (1 — N\)zy € R para A € [0, 1].

Sexri e R—=zx1=2,+Nd e X >0.
Seaxs € R=—=x9=x,+Xd e Xy >0.

Multiplicando a primeira relagao por A e a segunda relagao por (1—X\) e somado ambas relagoes
temos o seguinte:

)\%1:/\1?0+A)\1d

(1—/\)172:(1—)\>I0+(1—/\))\2d

/\ZL’l—f-(]_—/\) To = [Eo—f—[)\)\l—f—(l—)\))\g}d
com A; > 0; Ay > 0e A € 0,1]. Agora fazemos as seguintes substituigoes:

=X+ (1=Nzy e XN =AM+ (1=
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e podemos verificar facilmente que A" > 0 porque A > 0; (1—=X) >0; A\ >0e Ay > 0. Portanto,
foi demonstrado que o ponto genérico x :

1:/:)\3:1+(1—)\)1:2:xo+>\/d; com A >0€R

e, portanto, foi provado que R é um conjunto convexo.

2.4.3. Pontos extremos, Direcoes e Direcoes Extremas de um Conjun-
to Convexo

Este topico é fundamental para entender alguns topicos relacionados com a resolugao de pro-
blemas de programacao linear. Deve-se mencionar que o conjunto de restricoes de um problema
de PL é um conjunto convexo e, adicionalmente, pode ter direcoes e direcoes extremas.

Ponto Extremo de um Conjunto Convexo

Um ponto z € X é chamado de ponto extremo se esse ponto nao pode ser representado como
uma combinagao estrita e convexa de dois pontos distintos do conjunto X.

Assim, se z = A 1 + (1 — AN)zg com A € [0,1] ez e 29 € X — se ¢ = a1 = 29, entdo
x é um ponto extremo de X. Em outras palavras, um ponto extremo z € X é um ponto que
pode ser representado por uma combinagao convexa apenas dele préprio. A Figura 2.7 mostra
o ponto extremo x; e os pontos x, e xr3 que nao sao pontos extremos. Deve-se observar que a
definicao de ponto extremo mostrada anteriormente tem pouca utilidade pratica, apenas é usada
para encontrar formas alternativas para caracterizar um ponto extremo.

Figura 2.7: Ponto extremo de um conjunto convexo.

Direcao de um Conjunto Convexo

Dado um conjunto convexo X, entao um vetor d # 0 é chamado de direcao desse conjunto
convexo se para cada ponto x, desse conjunto X o raio:
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R={z:z=a,+\d; \>0}

também pertence ao conjunto convexo X. Nesse contexto, existem raios em conjuntos convexos
ilimitados e, portanto, nesse tipo de conjuntos existem direcoes. A Figura 2.8 mostra um conjunto
convexo limitado e outro conjunto convexo ilimitado.

/\‘ T2 122

5 |

X T

(a) Conjuntos convexo limitado. (b) Conjuntos convexo ilimitado.

Figura 2.8: Conjuntos convexos.

Direcao Extrema de um Conjunto Convexo

Uma direcao de um conjunto convexo X é chamada de dire¢ao extrema desse conjunto convexo
se nao pode ser representada como uma combinacao linear positiva de duas direcoes distintas de
X. O conceito de direcao extrema de um conjunto convexo X é muito importante para entender
a técnica de resolugao de problemas de programacao linear. Adiante, deve ser melhor formulado
o conceito de dire¢ao extrema no contexto de um problema de PL.

2.4.4. Pontos extremos, Direcoes e Direcoes Extremas de um Conjun-
to Convexo Poliedral

Neste caso limitamos a analise de pontos extremos, direcoes e direcoes extremas de um tipo
especial de conjunto convexo, isto é, do chamado conjunto convexo poliedral. As chamadas restri-
¢oes de um problema de programacao linear na verdade sao um conjunto convexo poliedral e, por
esse motivo, esse é o tipo de conjunto convexo que interessa analisar.

Um conjunto convexo poliedral é a intersecao de um nimero finito de subespacos. Se o conjunto
poliedral é limitado, entao esse tipo de conjunto é chamado de politopo. Assim, um conjunto
convexo poliedral é um tipo especial de conjunto convexo. Um conjunto convexo poliedral pode
ser definido da seguinte forma:
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X={z: Az<b;, x>0} (2.6)

onde cada linha ou restricao do sistema algébrico linear mostrado anteriormente representa um
subespaco. A Figura 2.8 mostra conjuntos poliedrais tipicos.

Deve-se observar que o conjunto poliedral apresentado anteriormente tem a restrigao na forma
< apenas para facilidade de andlise posterior. Devemos lembrar que uma restricao do tipo >
pode ser facilmente transformada na forma < e uma restrigao de igualdade (que identifica um
hiperplano) pode ser transformada em duas restri¢oes de desigualdade e ambas restrigdes podem
assumir a forma < (um hiperplano pode ser substituido por dois subespagos). Portanto, a forma
A x < b representa uma forma totalmente geral de representagao de restrigoes de igualdade e de
desigualdade. Na andlise realizada nesta Subsecao e no restante do Capitulo, se nao for mencionado
explicitamente, assumimos que o conjunto convexo X é o definido em (2.6) e no espaco E™.

Ponto Extremo de um Conjunto Convexo Poliedral

Neste caso pretendemos encontrar uma forma alternativa de caracterizar um ponto extremo que
seja util para analisar de forma mais adequada as caracteristicas de um problema de programacao
linear. Essa forma alternativa é encontrada através de um teorema a partir da definicao de ponto
extremo mostrado anteriormente.

Teorema 2.2: Forma alternativa de caracterizar um ponto extremo

Um ponto T € X pertence a n hiperplanos linearmente independentes <= T nao pode ser
escrito como uma combinacao convexa de dois pontos do conjunto X (que é equivalente a afirmar
que T é um ponto extremo).

Prova: —

Assumimos que no ponto T € X estao ativos n hiperplanos linearmente independentes. Assim,
pretendemos demonstrar que T nao pode ser representado como uma combinacao convexa de dois
pontos diferentes de X, o que equivale a dizer que T é um ponto extremo.

Em geral, T € X pode ser representado através de combinagao convexa de dois pontos de X
na forma:

"

T=XAz + (1 -z

em que 0 < A < 1 e com z ez’ € X. Inicialmente, supor que em T € X existe uma restricao
ativa definida pela restricao a x < 3, entao a seguinte relagao é verdadeira:

aT=p
que substituindo na relagao anterior produz a seguinte relacao:

"

aT=F=alz +(1-Nz']|=F=Naz )+ (1 -N(az)=8

A tnica forma de garantir de que a relagao anterior seja sempre verdadeira é que as seguintes
relagoes sejam verdadeiras:
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Portanto, foi provado que se em T existe um hiperplano ativo, entao esse mesmo hiperplano
7 7’ . ! 17 . — . .
estd também ativo em x e x . Generalizando, podemos afirmar que se em T existem n hiperplanos
. . . ~ . ~ , . ’
ativos linearmente independentes, entao esses mesmos hiperplanos estao também ativos em x e

1

T .

Em resumo, se em T existem n hiperplanos ativos linearmente independentes (LI), entao esses
mesmos n hiperplanos estdo ativos em = e ' . Entretanto, dois pontos diferentes no espaco E” nao
podem ter os mesmos n hiperplanos ativos e, portanto, a tnica possibilidade é que T =z =2z, o
que prova que T nao pode ser representado por uma combinacao convexa de dois pontos diferentes
de X. Assim, foi provado que T é um ponto extremo.

Prova: < Prova pelo absurdo.

Supor que o numero maximo de hiperplanos LI ativos em T € X é r < n. Entao provaremos
que a intersecao desses hiperplanos nao representa um ponto extremo.

Os hiperplanos ativos podem ser representados por G T = g onde GG é uma matriz de dimensao
r X n. Também, seja d # 0 uma solugao de G' d = 0. Esse d existe porque n > r e assim ¢é possivel
escolher valores adequados para alguns elementos de d (veja que na verdade G d = 0 é um sistema
com infinitas solugoes). Assim, existem dois pontos muito préximos de T obtidos a partir de um
€ >0 de forma que 2 =T+ edez =T—edque ainda pertencem a X porque G z' = g e
G z” = g de acordo com o seguinte raciocinio:

G =G T+ed)=GT+eGd=GT+e0)=g
Gr =G@—ed)=GT—eGd=GT—¢0)=g

e, adicionalmente, as restrigoes de X que nao estavam ativas em T permanecem factiveis para um
¢ > 0 suficientemente pequeno. Assim, por exemplo, podemos escolher um z = 0,72 4 0,3z" e com
¢ ez’ € X, o que mostra, claramente, que Z nao é um ponto extremo, ja que foi representado
por uma combinacio convexa de dois pontos ' e z” € X e, portanto, foi provado que T néo é um
ponto extremo.

Observacao importante: A caracterizacao de ponto extremo como sendo todo ponto T € X
em que n hiperplanos LI se encontram ativos é fundamental para entender a técnica de resolugao
de problemas de programacao linear. Essa forma de caracterizacao chamamos de interpretacao
geométrica de um ponto extremo em contraposicao com a interpretacao algébrica que é abordada
adiante.

Forma Sistematica para Encontrar os Pontos Extremos de um Conjunto Convexo
Poliedral

Uma vez caracterizado um conjunto convexo poliedral X, entao é possivel encontrar todos os
pontos extremos do conjunto X. Para isso devemos montar uma estratégia usando o conceito de
ponto extremo encontrado no Teorema 2.2, isto é, um ponto extremo de um conjunto convexo
poliedral X é qualquer ponto x € X (é um ponto factivel) e, adicionalmente, nesse ponto de-
vem existir n hiperplanos ativos linearmente independentes. A estratégia é muito simples, mas
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extremamente demorada. Assim, essa estratégia assume a seguinte forma para um conjunto X
conhecido no espago E™:

1. Supor que estamos trabalhando no espaco E™ e o conjunto convexo poliedral X tem k&
restrigoes de igualdade (sdo hiperplanos) e p restrigdes de desigualdade (sdo subespagos).
Assim, encontrar os valores de n, k e p. Com essa informacao, encontrar o nimero maximo
de candidatos a ponto extremo usando a seguinte relagao:

_ p B p!
Nmm_(”—k>_ (n—FK!(p+Ek—n)

que é apenas a relacao muito conhecida de encontrar o nimero de combinacoes existentes
em p elementos tomados em grupos de (n — k). Assim, queremos identificar um ponto T em
que existam n hiperplanos ativos linearmente independentes (HALI). Deve-se observar que
sempre existem & HALI relacionados com as restri¢oes de igualdade (hiperplano) e, portanto,
devemos escolher (n — k) HALI do grupo de p subespagos.

2. Para cada candidato a ponto extremo fazer o seguinte:

a) Identificar os subespagos que devem ter os hiperplanos ativos, isto é, (n — k) subespagos
devem ter seus HA. Juntar esses (n — k) HA com as k restri¢oes de igualdade (hiper-
planos que sempre se encontram ativos) para formar um sistema algébrico linear de n
equagoes e n incégnitas.

b) Resolver o sistema algébrico linear e encontrar a solucao Z.

¢) Verificar se a solugao T encontrada em (b) nao viola alguma das p— (n— k) restri¢oes de
desigualdade nao consideradas para montar o conjunto de (n — k) hiperplanos ativos.
Em outras palavras, verificar se T pertence a interse¢do dos p — (n — k) subespagos
nao considerados na montagem do sistema algébrico linear. Se T for factivel, isto é, nao
viola nenhuma restri¢do de desigualdade (subespago), entdo T é um ponto extremo e,
em caso contrério, T nao é ponto extremo (é um ponto em que existem n HALI, mas
é infactivel).

Observagao importante: A estratégia anterior pode ser muito demorada ja que, para analisar
cada candidato, a ponto extremo devemos resolver um sistema algébrico linear de n equacgoes com
n incognitas. Assim, essa estratégia é usada apenas em carater ilustrativo e para problemas com
um numero reduzido de variaveis.

Exemplo 2.12: Encontre o conjunto de pontos extremos do seguinte conjunto convexo poliedral
nao vazio:

—ZL’1+2!L‘2 §6

(r1,m9) 1 —my + 19 <2
.ngl

.77120

X =

Neste caso estamos em E? e, portanto, n = 2. Adicionalmente, p = 4 e k = 0. Assim, o niimero
maximo da candidatos a ponto extremo ¢é seguinte:
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4 41
Nm”_<2>_2!2!_6

Existem quatro subespagos que identificamos de forma trivial. Os seis candidatos sao os
seguintes:

1. Quando os subespacos 1 e 2 estao ativos:

Neste caso temos que resolver o sistema algébrico linear (SAL) seguinte:

—$1+2I2:6 e —1’1+$2:2
cuja solucao ¢ seguinte: r; = 2 e x5 = 4.
O ponto (2,4) nao viola as restrigoes 3 e 4 e, portanto, representa um ponto extremo.

2. Quando os subespagos 1 e 3 estao ativos:

Neste caso temos que resolver o SAL seguinte:
—T1+ 229 =06 e To =1

cuja solucao ¢ seguinte: r1 = —4 e x5 = 1.

O ponto (—4,1) viola a restricao 2, (—(—4) +1 =5 > 2), e a restri¢ao 4, (r; = —4 < 0) e,
portanto, nao é ponto extremo. Lembremos que se a solu¢ao encontrada viola apenas uma
restricao, entao ela nao representa um ponto extremo.

3. Quando os subespacos 1 e 4 estao ativos:

Neste caso temos que resolver o SAL seguinte:
—x1+ 229 =06 e z1=0

cuja solucao ¢ seguinte: ;1 =0 e x5 = 3.

O ponto (0,3) viola a restricao 2, (—(0) + 3 = 3 > 2) e, portanto, nao é ponto extremo.

4. Quando os subespacos 2 e 3 estao ativos:

Neste caso temos que resolver o SAL seguinte:
—X1 + X9 = 2 e Ty = 1
cuja solucao é seguinte: r1 = —1 e x5 = 1.

O ponto (—1,1) viola a restrigao 4 e, portanto, ndo é um ponto extremo.
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5. Quando os subespagos 2 e 4 estao ativos:

Neste caso temos que resolver o SAL seguinte:
—T1+ 29 =2 e zy =0
cuja solucao ¢ seguinte: z1 =0 e x9 = 2.

O ponto (0,2) nao viola a restricdo 1 nem a restri¢ao 3 e, portanto, é ponto extremo.

6. Quando os subespagos 3 e 4 estao ativos:

Neste caso temos que resolver o SAL seguinte:
To =1 e r1 =0

cuja solucao é seguinte: z1 =0 e 29 = 1.

O ponto (0,1) nao viola a restrigdo 1 nem a restri¢ao 2 e, portanto, é um ponto extremo.

A Figura 2.9 mostra o conjunto X com os seis pontos, candidatos a pontos extremos, onde
podemos observar que em todos esses pontos existem n = 2 HALI, mas apenas 3 deles sao factiveis.
Assim, nesse conjunto X existem 3 pontos extremos: (2,4), (0,2) e (0, 1).

A

T2

Figura 2.9: Pontos extremos do conjunto X do Exemplo 2.12.

Diregoes de um Conjunto Convexo Poliedral
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Usando a definicao de diregao de um conjunto convexo, apresentada anteriormente, podemos
encontrar facilmente o conjunto de direcoes de um conjunto convexo poliedral como o definido em

(2.6).

Exemplo 2.13: Encontre o conjunto de direcoes do seguinte conjunto convexo poliedral nao vazio:
X={z: Axz<b x>0}
Supor que d é uma direcio de X e, portanto, qualquer ponto ' com a seguinte propriedade:
T =x,+Ad; A>0

comd# 0 ez, € X deve ser um ponto de X, isto é, & =z, +Ad e X.
Sex e X= Ax <bexz >0. Assim, temos o seguinte:

Ao+ d) <b= Az, +NAd<b (2.7)
To+Ad>0 (2.8)

Como z, € X, entdao A x, < b e de (2.7) temos o seguinte;

AMNAAd<0=—=Ad<0

porque A > 0. Também, de (2.8) e levando em conta que z, > 0 temos o seguinte:

Ad>0=d>0

Portanto, o vetor d é uma direcao do conjunto convexo poliedral X se d pertence ao seguinte
conjunto D:

D={d:Ad<0; d>0 d#0}

Observacao importante: Pode ser facilmente provado que o conjunto de direcoes D é um
conjunto convexo.

Exemplo 2.14: Encontre o conjunto de dire¢oes do seguinte conjunto convexo poliedral nao vazio:
X={z: Axz=0b; x>0}
Supor que d é uma direcio de X e, portanto, qualquer ponto ' com a seguinte propriedade:
T =x,+Ad; A>0
comd# 0 ez, € X deve ser um ponto de X, isto é, & =z, +Ad e X.
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Sex € X = Az =bez >0. Assim, temos o seguinte:

Alzo+Ad)=b= Az, +ANAd=0b (2.9)
To+Ad>0 (2.10)

Como z, € X, entdo A z, = b e de (2.9) temos o seguinte;

AMNAd=0= Ad=0

porque A > 0. Também, de (2.10) e levando em conta que z, > 0 temos o seguinte:

ANd>0=d>0

Portanto, o vetor d é uma direcao do conjunto convexo poliedral X se d pertence ao seguinte
conjunto D:

D={d:Ad=0; d>0 d=0}

Como pode ser observado, a forma de encontrar as dire¢oes do conjunto X nos dois exemplos
anteriores é praticamente a mesma. A mesma coisa acontece com todos os outros conjuntos con-
vexos poliedrais. Assim, o conjunto D de dire¢oes do conjunto convexo X = {z: Az >0; x >0}
é dadopor D ={d: Ad>0; d>0 d+# 0}. Adicionalmente, nem todas as varidveis de
decisao estao obrigadas a cumprir a restricao x > 0 e, portanto, apenas aquelas variaveis x; > 0
devem gerar a correspondente restricao d; > 0.

Exemplo 2.15: Encontre o conjunto de dire¢oes do seguinte conjunto convexo poliedral nao vazio:
—x + 2%2 S 6
X - (x1,29) 1 —x1+ 129 <2

IQZ]_
:L‘120

Devemos observar que cada restricao a'z(=)(<)(>)b; de uma linha de A z(=)(<)(>)b em X
gera uma restrigao do tipo a'd(=)(<)(>)0 em D e cada restrigao do tipo z;(=)(<)(>)0 em X
gera uma restri¢do do tipo d;(=)(<)(>)0 em D. Assim temos o seguinte:

Pela restricao —x1 + 229 < 6 = —d; + 2ds < 0.
Pela restricao —x1 + 2o <2 = —d; + ds < 0.
Pela restricao o > 1 = dy > 0.
Pela restricao 1 > 0 = d; > 0.
Portanto, o conjunto de direcoes de X estd dado pelo conjunto:
—dy +2dy, <0
d:d=(dy,dy); d+#0; —di+dy <0

dy >0
dy >0

D —
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A Figura 2.10 mostra o conjunto de diregoes D.

ds
3 4
2 4
1 4
de D
1 2 3 4 dy

Figura 2.10: Regiao factivel do conjunto D que sao as dire¢oes do conjunto X.

Direcgoes Extremas de um Conjunto Convexo Poliedral

As diregoes do conjunto convexo poliedral X:
X={z: Az < x>0}
sao dadas pelos elementos que fazem parte do conjunto convexo D:
D={d: Ad<0 d>0; d#0}

Geometricamente, este conjunto pode ser encontrado simplesmente deslocando todos os hiper-
planos que definem X, paralelamente aos mesmos até encontrar a origem. Lembremos a semelhanga
das seguintes relagoes:

Az<b<e= Ad<0

Para evitar duplicagoes na representacao de direcoes, pode-se normalizar os vetores d usando
a seguinte norma:

|di| + |do| + ...+ |du] =1
mas como todos os elementos de d > 0, entao a norma pode ser simplificada da seguinte forma:
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dy+do+...+d, =1

Assim, o conjunto de direcoes normalizadas de X formam o conjunto D que assume a seguinte
forma:

D={d: Ad<0; d>0; d#0; di+de+...+d,=1}

em que d assume a seguinte forma:

Propriedade importante: Os pontos extremos de D normalizado sao as direcoes extremas de
X.

Essa propriedade importante permite encontrar as diregoes extremas de X usando a mesma es-
tratégia usada para encontrar os pontos extremos de X. Assim, para conhecer as direcoes extremas
de X precisamos apenas encontrar os pontos extremos do conjunto D normalizado.

Exemplo 2.16: Encontre o conjunto de direcoes normalizadas D e as diregoes extremas do
seguinte conjunto convexo poliedral nao vazio:

-1+ 229 <6

X - (x1,29) 1 —x1+ 129 <2
IQZ]_

x>0

No Exemplo 2.15 ja foi encontrado o conjunto de direcoes D do conjunto convexo X. Assim,
para encontrar o conjunto de direcoes normalizadas precisamos apenas adicionar a restricao de
normalizacao. Assim, de forma trivial, podemos encontrar o conjunto D normalizado que assume
a seguinte forma:

—dy +2d, <0

—d1+d2§0

D= dd:(dl,dg), d;éO, d1+d2:1
d, >0

dy >0

A Figura 2.11 mostra o conjunto D normalizado. Veja que esse conjunto esta representado ape-
nas por um segmento de reta e, portanto, trivialmente verificamos que tem dois pontos extremos.

Pode-se verificar facilmente que a segunda restri¢ao é irrelevante (ndo participa na caracteri-
zagao da regiao factivel de D) e, portanto, pode ser eliminada. Assim, o conjunto D normalizado
apresenta as seguintes restrigoes:
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< deD,

1 9 &

Figura 2.11: Regiao factivel do conjunto D normalizado que sao as direcoes do conjunto X.

—dy +2dy, <0
d1+d2:1
d120
dQZO

sendo que adicionalmente existe a restri¢ao trivial d # 0.

Para encontrar os pontos extremos do conjunto D normalizado, usamos a mesma estratégia
usada para resolver o Exemplo 2.12.

Neste caso temos que n = 2, k =1 e p = 3. Assim, o nimero de candidatos a ponto extremo

é seguinte:
3 3!
Nm“¢‘<1>_1!2!_3

Existem trés subespagos candidatos a fornecer um hiperplano, enumerados implicitamente,
e um hiperplano que sempre se encontra ativo, isto é, a segunda relacao matematica. Os treés
candidatos a ponto extremo sao os seguintes:

1. Quando o subespaco 1 estd ativo:

Neste caso temos que resolver o sistema algébrico linear (SAL) seguinte:

—d1+2d2:0 (S d1+d2:1

cuja solucao ¢ seguinte: d; = % edy, = %

O ponto (2/3,1/3) nao viola os subespagos 2 e 3, veja que d; = % > 0edy = % > 0 e,

portanto, representa um ponto extremo.
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2. Quando o subespaco 2 esta ativo:

Neste caso temos que resolver o sistema algébrico linear (SAL) seguinte:
d1 =0 € d1 + dg =1

cuja solucao é seguinte: d; =0 e dy = 1.
O ponto (0,1) viola o subespago 1, veja que —1(0) + 2(1) = 2 > 0 e, portanto, ndo é um
ponto extremo.

3. Quando o subespaco 3 esta ativo:

Neste caso temos que resolver o sistema algébrico linear (SAL) seguinte:

d2:0 e d1+d2:1

cuja solucao ¢ seguinte: dy =1 e dy = 0.

O ponto (1,0) nao viola os subespagos 1 e 2, veja que —1(1) +2(0) = —-1<0ed; =1>0
e, portanto, representa um ponto extremo.

A Figura 2.11 mostra o conjunto D com os 3 pontos, candidatos a pontos extremos, onde
podemos observar que em todos esses pontos existem n = 2 HALI, mas apenas dois sao factiveis
(veja que a restrigao —d; +ds < 0 nao foi considerada na andlise). Assim, nesse conjunto D existem
2 pontos extremos: (2/3,1/3) e (1,0). Como esses pontos extremos de D normalizado sdo também
diregoes extremas do conjunto X, entao concluimos que (2/3,1/3) e (1,0) sao diregoes extremas
de X. Finalmente, concluimos que o conjunto convexo poliedral X tem 3 pontos extremos e duas
diregoes extremas como pode ser visto na Figura 2.9.

2.4.5. Faces, Arestas e Pontos extremos Adjacentes de um Conjunto
Convexo Poliedral

Existem ainda alguns conceitos relacionados com um conjunto convexo poliedral X que even-
tualmente sao usados na formulagao de técnicas de solugao de problemas de programagao linear.

Face Proépria de X

A face propria de um conjunto convexo poliedral X esta formada por todos os pontos z € X
que pertencem a um conjunto nao vazio de hiperplanos ativos, isto é, nao sao pontos interiores
de X. Seja r(F) o nimero maximo de hiperplanos ativos linearmente independentes em todos os
pontos da face F', entao se define a dimensao de F' da seguinte forma:

dim(F) =n—r(F)

Em outras palavras, cada hiperplano ativo linearmente independente produz a perda de um
grau de liberdade. Esse fato produz as seguintes consequéncias:
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1. Um ponto extremo é uma face propria de dimensao zero porque tem n hiperplanos ativos
linearmente independentes.

2. Uma aresta é uma face prépria de dimensao 1 porque tem (n — 1) hiperplanos ativos linear-
mente independentes. Assim, uma aresta é uma face préopria de um grau de liberdade
porque tem somente (n — 1) hiperplanos ativos linearmente independentes (um
hiperplano a menos que um ponto extremo). Portanto, uma aresta é um conjunto de pontos
que apresentam (n — 1) hiperplanos ativos linearmente independentes, isto é, em todos os
pontos de uma aresta existem (n — 1) hiperplanos ativos linearmente independentes.

3. Adim(X)=n—r(F)=n—0=mn — apresenta dimensao completa porque neste caso
temos o conjunto completo X e deve existir pelo menos um ponto em que nenhum hiperplano
se encontra ativo (um ponto interior de X). Assim, o conjunto X e o conjunto vazio sao
chamados de faces impréprias de X.

4. A face prépria de maior dimensao que assume a seguinte forma:
dim(F)=dim(X)—1=n-1

¢ camada de faceta de X e representa um tépico muito importante em problemas de pro-
gramacao linear inteira.

5. Pontos extremos adjacentes: Dois pontos extremos de X sao chamados de adjacentes se
o segmento de reta que os une é uma aresta. Nesse contexto, dois pontos extremos adjacentes
apresentam (n — 1) hiperplanos ativos linearmente independentes comuns.

A Figura 2.12 mostra as diferentes faces proprias do conjunto convexo poliedral X.

2.4.6. Representagao de Conjuntos Convexos Poliedrais

Nesta Subsecao é analisada a representacao de conjuntos convexos poliedrais. Assim, um tépi-
co a ser abordado é o chamado Teorema Geral da Representagdo (TGR) que é o tdépico mais
importante a ser analisado neste Capitulo. Assim, é analisada uma propriedade que afirma que
um conjunto convexo poliedral X pode ser completamente representado e, portanto, substituido
por uma combinacao convexa dos pontos extremos de X mais uma combinagao linear nao negativa
das direcoes extremas de X. Assim, inicialmente definimos o que significa combinacao convexa e
combinacao linear positiva. Um ponto x € X no espago E™ é representado por uma combinacao
convexa de k pontos x1, xs, ..., T; se sao verdadeiras as seguintes relacoes:

A =1 A >0

k
=1

k
Tr = Z )\jxj
j=1

J

Também, um ponto z € X no espaco E™ é representado por uma combinacao linear nao
negativa de p pontos dy, da, ..., d, se sao verdadeiras as seguintes relacoes:
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Ponto extremo
degenerado

Face de dimensao 2

(1 hiperplano ativo) Face de dimensao 1

(2 hiperplanos ativos)

/

N

Pontos extremos
adjacentes

/
Ponto e

extremo

Figura 2.12: Faces préprias do conjunto convexo poliedral X.

k
T= pds f >0
j=1

Caso Especial: Conjunto Poliedral Limitado ou Politopo

Existe uma importante propriedade, que pode ser provada como um caso particular do TGR,
que afirma que qualquer ponto z € X de um conjunto convexo poliedral limitado pode ser com-
pletamente representado por uma combinagao convexa de seus pontos extremos. Essa re-
presentacao convexa nao ¢ unica. Essa propriedade é ilustrada na Figura 2.13.

Na Figura 2.13 vamos tentar representar o ponto genérico x como uma combinacao convexa
dos pontos extremos xy, Ta, T3, T4 € T5 (N0 necessariamente usaremos todos eles).

Representamos inicialmente o ponto x como uma combinacao convexa dos pontos x4 e y:
r=Ay+(1— Ny A€ [0,1]

Entretanto, também temos o seguinte:
y=pz+(1-pw € [0,1]

Substituindo y na primeira relagao temos o seguinte:
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2 4 6 8 10 "1
Figura 2.13: Representagao de um conjunto convexo poliedral limitado.

z= Nz + (1= p)as) + (1 — Ny pe01];  Aelo,1]

z = (A )z + ML= p)]za] + (1 = Ay pel01;  Ael0,1]

que é uma representacao de x através de uma combinagao convexa dos pontos extremos xi, T €
x4. Os coeficientes sao valores entre 0 e 1 e a soma de coeficiente é igual a 1. Assim verificamos
facilmente que (A p) € [0,1]; [AM(1 —p)] € [0,1] e (1—A) € [0, 1]. Adicionalmente, temos o seguinte:

Ap+A1—-p)+(1-X)=1

o que caracteriza uma combinacao convexa. Devemos observar que essa representacao nao é unica.
Assim, por exemplo, se escolhemos um y no segmento de reta que une x; e x5, entao x pode ser
representado como uma combinagao convexa dos pontos extremos x1, x3 € .

Caso Especial: Conjunto Poliedral Ilimitado

Existe também uma propriedade, que pode ser provada como um caso particular do TGR,
que afirma que qualquer ponto x € X de um conjunto convexo poliedral ilimitado pode ser
completamente representado por uma combinagao convexa de seus pontos extremos e mais
uma combinagao linear nao negativa de suas direcoes extremas. Essa representacao convexa nao
¢ Unica. Essa propriedade ¢ ilustrada na Figura 2.14.
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Figura 2.14: Representagao de um ponto em um conjunto convexo poliedral ilimitado.

Na Figura 2.14 existem 3 pontos extremos, x1, s, r3, € duas dire¢oes extremas, d; e dy (nao
necessariamente usaremos todos eles). Assim, o ponto = pode ser representado apenas por uma
direcao paralela a dy e pelo ponto y que é uma combinagao convexa dos pontos extremos x; e x3.
Assim, temos o seguinte:

r=y+pdy=Ax;+ (1 —Nazs+ puds

onde A € [0,1] e o > 0.

Também, essa representacao de x nao é unica. Assim, pode-se encontrar outra representacao
combinando as direcoes d; e dy da seguinte forma:

J]:/\xl—f-(l—/\)l’g—f—ﬂldl‘f“[}@dg /\E[O,l]; ,u1>0; M2>O

Caso Geral: O Teorema Geral da representagao - TGR

O Teorema Geral da Representagao é um dos topicos mais importantes relacionados com técni-
cas de solucao de problemas de programacao linear. Entre suas aplicagoes mais importantes podem
ser citadas as seguintes: (1) permite provar as condi¢oes nas quais um problema de programagao
linear é ilimitado, (2) permite provar de que se existe um 6timo finito para um PL, entao um ponto
extremo é 6timo de um PL e, (3) permite encontrar uma grande familia de problemas lineares
equivalentes em que o modelo de PL usado na decomposicao matematica de Dantzig-Wolfe é um
dos mais importantes e conhecidos.

Teorema 2.3: O Teorema Geral da Representagao - TGR

Seja X = {x: Ax <b; x >0} umconjunto convexo poliedral nao vazio. Nesse contexto,
o conjunto de pontos extremos definido por {z1,zs,..., 2} é ndo vazio e finito. Além disso, o
conjunto de direcoes extremas é vazio se e somente se X é limitado. Se X nao é limitado, entao
o conjunto de diregdes extremas {d;,ds,...,d;} é ndo vazio e finito. Entao, nesse contexto, um

26



ponto T € X <= T pode ser representado como uma combinacao convexa dos pontos extremos
{1, xs,..., 2} mais uma combinacao linear nao negativa das diregdes extremas {dy,ds, ..., d;},
isto é,

l

k
T =) Naj+ ) _pyd;
Jj=1 J

—1

TeX = j=1 (2.11)

>0 j=1,2...1

Especificamos o conjunto de pontos extremos: S, = {x1, xa, ..., 7}

Especificamos também o conjunto de diregoes extremas: Sy = {dy,ds, ..., d;}.

1. Provamos que o niimero de pontos extremos é finito e nao vazio.

Provamos que o niimero de pontos extremos ¢ finito e nao vazio, isto é, 1 < k < oo onde k
¢ o nimero de pontos extremos (os elementos de S, = k = [.S]).

a) Provamos que existe pelo menos um ponto extremo: 1 < k = k > 1. Seja T € X.
Nesse contexto, se T € S, entao existe pelo menos um ponto extremo, isto é, o préprio
T, entao k > 1.

Agora supor que T € .S),.

Seja r o nimero méaximo de hiperplanos ativos linearmente independentes (HALI) em
7. Esse ponto pode ser representado na forma 7 = A y; + (1 — AN)yg onde 0 < A < 1
ey, Y2 € X com y; # yo. Veja que apenas estamos representando T como uma
combinacao convexa de dois pontos diferentes de X. Observe, adicionalmente, que 0 <
r < n ( zero para o caso em que T é um ponto interior de X onde nao existe HALI e
r < mn ja que 7 = n significaria que T é um ponto extremo).

Seja d = 1y, — y1 # 0 e, nesse contexto, é possivel provar que as seguintes relagoes sao
verdadeiras:

y1=T—(1—MN)d e Yyo=T+Ad (2.12)

As relagoes anteriores podem ser provadas da seguinte forma:

T=Ay+ 0 =-Np=Apn—-—n+un+0-=-Nyp=—>0-Nn+1 =Ny +wun
T=-—yn)d-N+yn=pn=7—(1-A)d
T=Ay+1-Np=Ay—Ap+yp=-ANp—y)+yp=-Ad+yp=1p=T+Ad

onde em ambos os casos foi usada a relacao d = yo — ;.
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Agora consideremos deslocamentos de T nas direcoes e sentidos de d e —d com a pre-
tensao de encontrar um hiperplano ativo sem sair de X. Ambos deslocamentos sao
possiveis e de tamanho finito sem sair de X. Escolhendo a direcao d ou a direcao —d
sempre é possivel encontrar um hiperplano ativo e como X C {z : x > 0}, entao no
pior caso, o tamanho do passo é limitado pelos hiperplanos definidos por = > 0. Assim,
sem perda de generalidade, supor que esse deslocamento para encontrar um hiperplano
ativo acontece na direcao —d, isto é, o deslocamento é na direcao onde se encontra .
Assim, temos o seguinte:

Fy=mar{y: y1=T—yd € X < o0}

e calculamos 7; = T — 7d. Veja que 7; é um ponto encontrado com o maximo deslo-
camento possivel sem sair de X o que significa que esse deslocamento para encontrar
7, termina quando se atinge um ou vérios hiperplanos. Assim, podemos afirmar que o
numero maximo de hiperplanos ativos LI em 7, é 7 > r+1 porque todos os hiperplanos
ativos em T continuam ativos em 7, (lembremos que T é uma combinagao convexa estrita
de 7, e y2 e, além disso, pelo menos um hiperplano adicional linearmente independente
esta ativo em 7, isto é, aquele hiperplano que limita o incremento de v na diregao —d
ao encontrar o valor de 7 ).

Portanto, se 7 = n = 7, € S, e, dessa forma, encontramos um ponto extremo e k > 1.
Por outro lado, se 7 < n, entao substituir Z por 7, isto é T = 7, e repetir o processo
até que T = n o que deve acontecer em um numero finito de passos porque 7 aumenta
em cada passo pelo menos em uma unidade e porque n ¢ finito.

b) Provamos que k < oo:

Como existem (n + m) candidatos a hiperplanos ativos em X e um ponto extremo
definido por n hiperplanos ativos LI, entao o nimero maximo de pontos extremos
calculado usando a seguinte relacao:

Nmaa:: meen = (mi—i_n)' < 0
n n! m!

Dy O

Portanto, como N,,q, € finito, entao k < N,,,. < 00 0 que prova esta parte do teorema.
2. Agora provamos que se X é nao limitado, entao o conjunto de dire¢oes extremas é nao vazio
e finito, isto é, 1 <[ < oo.

Se X ¢é limitado entao, por definicao, o conjunto de dire¢oes extremas ou, melhor ainda, o
conjunto de diregoes de X é vazio. Assim, temos o seguinte:

D=¢

Se X nao ¢ limitado, entao D # ¢ = 1 < .

Observemos também que D tem a mesma estrutura de X e que os pontos extremos de D
normalizado sao também as direcoes extremas de X e como o niimero de pontos extremos
de D é finito (j4 que tem a mesma estrutura de X), entdo o nimero de diregoes extremas
de X também deve ser finito e, portanto, temos o seguinte:

l<oo=1<Il<
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3. Agora provamos que se T € X, entao T pode ser escrito na forma apresentada em (2.11).

Inicialmente definimos um novo conjunto X da seguinte forma:
o n
X=Xn{z: > z; <M}
j=1

onde M é um numero suficientemente grande de forma que nao exclua cada ponto extremo
zj, 7 =1,2,...,k e também nao exclua o ponto Z em anélise.

Observe que, nesse contexto, X ¢é limitado e os pontos extremos de X sao também pontos
extremos de X. Seja S, = {1,22,..., Tk, Tpt1, ..., Thtu} 08 pontos extremos de X onde
0<u<oo.

a) Primeiro provaremos que T pode ser escrito como uma combinagao convexa dos pontos
extremos de X, isto ¢, por pontos de S,.

Se T € S, = T é um ponto extremo de X, j4 que continuamos no espago E™.
Se T ¢ S,, entao representamos os hiperplanos ativos de X em z da seguinte forma:

Gr=g

Neste caso, Posto[G] < (n — 1) porque em caso contrério T seria um ponto extremo de
X. Agora, encontramos uma solucao para o sistema G d = 0, d # 0 e, a partir desse
resultado, encontramos a seguinte relagao:

Fyi=max{y: yy =T+~yde X}

veja que, no contexto anterior, d ¢ uma dire¢ao que tem os mesmos hiperplanos ativos
existentes em G x = ¢. Assim, y; é um ponto a partir de T e que preserva esses
hiperplanos ativos. Também, observe que 0 < 7; < oo porque X é limitado. Também,
devemos observar que v aumenta de valor até que encontramos um hiperplano ativo.
Assim, para 7, temos 7, = T + 7%, d. Portanto, em J; € X temos pelo menos um
hiperplano ativo adicional linearmente independente de X em relagao a T. Se este
novo hiperplano ativo em 7; junto com o sistema G x = g produzem um sistema de
Posto = n, entdao 7; é um ponto extremo de X. Em caso contrdrio, se o posto ainda
nao ¢ igual a n, entao repetir o passo usado para encontrar ¥, e, no pior caso, apds
[n— Posto|G]] iteragoes encontramos um ponto extremo de X, que seria um novo ponto
7, € X em que existem n HALI e o posto de G no sistema G 7, = ¢ é igual a n.

Por outro lado, definimos um parametro 7, da seguinte forma:

Vo =maz{y: yo=T+(T—7;)}

que deve gerar o seguinte ponto:

Uy =T +7,(T—7)
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Observemos que ¥, < oo porque X é limitado e 7, é 0 mdximo permitido para encontrar
um hiperplano ativo. Também, 7, > 0 ja que propositalmente foi escolhida uma dire¢ao
de forma que se acompanhe a dire¢ao (T—7,) com um «y positivo e também nao pode ser
igual a zero ja que G(T + (T — 7,)) = g para v # 0 foi resolvido de forma a encontrar
um 7, que foi limitado por um novo hiperplano que nao se encontrava ativo em .
Assim, a nova solu¢ao G(7,) = ¢g tem pelo menos um hiperplano ativo LI adicional em
U, em relagao a 7.

Resumindo, 7, é um ponto extremo de X e 7, tem pelo menos um hiperplano ativo LI
adicional em relagao a . Além disso, T é uma combinagao convexa de 7; e 7, como
pode ser provado da seguinte forma:

Uy =T+7T—-7,)—=7T= %7 Yy + 1* Y
T+7, L+7,

que pode ser facilmente verificado que é uma combinacao convexa ja que 7, > 0 e a
soma dos coeficientes de 7, e 7, ¢ igual a 1.

Portanto, o ponto T em que existem r HALI foi representado por uma combinacao
convexa dos pontos 7, e ¥y, sendo que ; é um ponto extremo de X e em 7, existem
pelo menos (r 4+ 1) HALI Nesse contexto, podem acontecer dois casos:

» Se P, € Sp, entdo conseguimos representar T como uma combinagdo convexa de
dois pontos extremos, isto é, 7, e Y.

= Sey, €5,
Nesse caso 7, pode ser representado como uma combinacao convexa estrita dos
pontos 75 e 7, (repetindo o método para calcular g, e J,), onde um desses pontos,
por exemplo, g5 é um ponto extremo de X, 7; € S, e o outro, g, tem pelo menos
um HALI adicional em relagao a ;.
Neste ponto da demonstragao 7, tem pelo menos 2 HALI adicionais em relagao com
7. Continuando este processo, em cada passo substituindo um ponto por outros dois
pontos, em que um desses pontos é um ponto extremo e o outro tem um HALI
adicional, entao em um numero determinado e finito de iteracoes este segundo
ponto deve atingir n HALI e, portanto, deve representar um ponto extremo.
Portanto, usando um méximo de [n — Posto[G] + 1] pontos extremos de X termi-
namos o processo de representagao. Essa representacao assume a seguinte forma:

k+u

k+u
T=) 0z onde > 6;=1 e 9; >0 (2.13)
j=1 j=1

b) Agora completamos a prova eliminando o efeito da restricao z < M adicionado. isto é,
agora devemos provar que (2.13) é verdadeiro para X.
Se §; = 0 para j > k, entao (2.13) é equivalente a (2.11) e, portanto, X é limitado.
Em caso contrério, consideremos que existe algum ponto extremo de (2.13), x, com
v >k ed, > 0. Observe que, nesse contexto, x, ¢ um ponto extremo novo gerado pela
restriao 327y x; < M, isto é, 327, x; = M é um dos n hiperplanos LI que identificam
r, como ponto extremo de X. Os outros, (n — 1) hiperplanos ativos pertencem ao
conjunto X original e identificam uma aresta de X. Consequentemente, existe um
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ponto extremo ;) de X, 1 < i(v) < k que é um ponto extremo adjacente de x, em
X através dessa aresta. Além disso, (z, — Z;)) é uma direcao de X porque nao existe
outro hiperplano de X que pare o incremento de x(v) nessa dire¢ao. Adicionalmente,
seja d = (xv xi(v)) onde 6, assume um valor tal que d seja um vetor unitério. Nesse
contexto, d € D, isto é, d é uma diregao extrema. Adicionalmente, (n — 1) hiperplanos
LI de X que se encontram ativos na caracterizacao de x, também se encontram ativos
no sistema A d < 0; d > 0 na caracterizacao de d. Também esses (n — 1) hiperplanos
ativos que caracterizam x,, junto com o hiperplano Z = 1 produzem o conjunto
de n hiperplanos ativos LI de D em d. Portanto, a dlregao d é um ponto extremo de D
que chamaremos d;(,) que por sua vez ¢ uma diregao extrema de X. Consequentemente,
temos que T, = x;(y) + Oudj(»). Substituindo esta relacao em (2.13) temos o seguinte:

k k+u k+u
=36+ Y Sy + Y. Subudiw) (2.14)
7=1 v=k+1 v=k+1

que tem a forma de (2.11).

4. Finalmente, demonstraremos que se T pode ser escrito na forma apresentada em (2.11), entao
T e X.

Devemos demonstrar que se T pode ser escrito como em (2.11), entao T cumpre com as
seguintes relacoes:

zeX={z: Az <b; T>0}

Se T cumpre com (2.11), entdo temos o seguinte:

Ajxj+ ZNJ

IIMw

j=1 A (2.15)

Sabemos que os x; sao pontos extremos de X e, portanto, cumprem com as seguintes relagoes:

Sabemos que os d; sao diregoes extremas de X (ou também equivalentemente pontos ex-
tremos de D) e, portanto, cumprem com as seguintes relagoes:
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a) Provamos que T > 0:
Z > 0 é verdadeiro porque analisando (2.15) ou (2.11) podemos verificar o seguinte:

b) Provamos que AT < b:
Multiplicando T em (2.15) por A pela esquerda temos o seguinte:

k l
A=A {ijxj + Zujdj}
j=1 j=1

AT =MAx1+ A+ ...+ MAxp + 1 Ady + psAdo+ ...+ A d, (218)
mas na relagao anterior temos o seguinte:
ILLlAd1+/L2Ad2—|—+ulAdl SO

jAque pj >0ecada Ad; <0;  j=1,2,...,1 [ver (2.17)]. Assim, em (2.18) temos o
seguinte:

mas em (2.19) cada z; é ponto extremo de X e, portanto, x; € X e para cada z;
é verdadeira a seguinte relagao:

De (2.19) e (2.20) temos o seguinte:

k
AT <O+ A4 ...+X) =0 N =bl]=b= AT <D
j=1

Portanto, comoZ>0e AT <b=—7T€ X.

Corolario 2.1: Qualquer T € X pode ser representado na forma apresentada em (2.11) usando
no maximo min{(n + 1), (k + 1)} varidveis positivas de tipo A; e p;.

Prova: Dado um T € X entao, pelo Teorema Geral da Representacao, existe uma solucao para o
sistema (2.11). Seja r o posto da matriz de coeficientes associada com as restrigoes de igualdade
em (2.11) (observe que em (2.11) existem (n + 1) restrigoes de igualdade, (k + [) restrigoes de
desigualdade e (k + 1) varidveis). Portanto, o valor de r obedece a seguinte relagao:
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r=min{(n+1),(k+1)} (2.21)

Adicionalmente, observemos que o conjunto de varidveis (A, u) que satisfazem (2.11) formam
um conjunto poliedral no espaco E**! e, pelo Teorema Geral da Representacao, existe pelo menos
um ponto extremo. Assim, esse ponto extremo deve ser caracterizado por (k+1) hiperplanos ativos
LI e as restrigoes de igualdade sempre fornecem r hiperplanos ativos LI e, portanto, estao faltando
{(k+1)—r} hiperplanos ativos LI adicionais e esses hiperplanos devem ser fornecidos pelas variaveis
A; e pj (quando os subespagos tipo A; > 0 tem o hiperplano ativo, isto é A\; = 0) quando essas
variaveis assumem valores iguais a zero. Assim, na caracterizacao desse ponto extremo 7 de (2.11),
pelo menos (k + 1) — r das variaveis A; e p; devem ser iguais a zero. Portanto, o nimero méximo
de varidveis de tipo \; e p; que podem ser positivas (e portanto participam na representagao de
T € X) é encontrado através da seguinte relacao:

{k+)—[(k+1) =1} =7

Como r = min{(n + 1), (k+ 1)} entdo o Corolario 2.1 esta provado.

Observagoes: As seguintes observagoes sao muito importantes:
1. Se X é um conjunto convexo limitado entdo [ = 0 e de (2.21) temos o seguinte:
r=min{(n + 1), k}

que indica que um ponto T € X pode ser representado por nao mais de que min{(n+ 1), k}
de seus pontos extremos. Isso significa que, por exemplo, no espaco £E? com n = 2, um ponto
T € X pode ser representado por no maximo 3 pontos extremos. Assim, se 3 pontos extremos
formam os vértices de um triangulo entao esses 3 pontos extremos podem representar todos
os pontos dentro desse triangulo.

Como ilustracao adicional, supor que em E? o conjunto X tem 5 pontos extremos. Nesse
contexto, qualquer T € X pode ser representado por nao mais de que min{3,5} = 3 de seus
pontos extremos.

2. Se X é um conjunto convexo ilimitado, entao um T € X pode ser representado por nao mais
que (n+ 1) pontos extremos e n dire¢oes extremas. Em E™ podem existir mais de n diregdes
extremas, mas para representar um T € X sao necessarias apenas n dire¢oes extremas ja que
na representacao devemos usar pelo menos um ponto extremo.

O Teorema Geral da Representacao ¢ o topico mais importante para provar o funcionamento
do método simplex, analisado em detalhe no préximo capitulo, para resolver problemas de pro-
gramacao linear. Entretanto, os conceitos usados na prova podem ser usados para outras provas
e outras aplicagoes como, por exemplo, para montar uma estratégia que permite encontrar um
ponto extremo a partir de um ponto interior.
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2.4.7. Estratégia para Encontrar um Ponto Extremo a Partir de um
Ponto Interior

A partir de um ponto interior de T € X é possivel encontrar um ponto extremo de X usando
o seguinte algoritmo:
n
1. Seja T um ponto interior de X. Adicionar ao conjunto X a restricao ij < M onde M é um
j=1
numero suficientemente grande para evitar problemas com conjuntos ilimitados. Assim, esse
novo conjunto é chamado de X.

2. Verificar o nimero de hiperplanos ativos no ponto Z € X:

a) Se nehum hiperplano estd ativo entao escolher uma diregao arbitraria:

d= [dl,dg,...,dn]

b) Se existem hiperplanos ativos entao encontrar a dire¢ao d usando a relagao:

Gd=0

onde G é uma matriz constituida pelos coeficientes das restri¢coes do problema que se
encontram com os hiperplanos ativos, isto é, uma parcela das restricoes A x < bex >0
cujos hiperplanos se encontram ativos.

3. Encontrar o parametro:
yy=mar{y: x=T+mndeX; v >0}
Se todos os 71 < 0 entao encontrar 7, da seguinte forma:
Fyi=mar{y: x=T—md e X; v >0}

4. O ponto T =T+ vd (ou T = T — y1d com a segunda possibilidade) tem um hiperplano
ativo adicional em relacao a 7.

5. Fazer T =T e repetir os passo 2, 3 e 4 até que o ponto Z tenha n hiperplanos ativos (sem
levar em conta z7 + 9 + ... + x, < M), isto é, sem levar em conta o subespaco artificial
adicionado.

E muito importante observar que no Passo 3 estamos procurando o 7; que permita que o
ponto = encontre um hiperplano ativo, isto é, o avango de x termina quando encontra um novo
hiperplano ativo.

Exemplo 3.16: No seguinte conjunto convexo:
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X ={(z1,29) 1 3z1—29>2
—x1 +x2 <2

—x1 + 229 <8

IQZQ

xlz()

I’QZO}

encontrar um ponto extremo a partir do ponto interior inicial 7 = (4, 3).

Usamos o algoritmo, passo a passo, para encontrar um ponto extremo de X a partir do ponto
inicial conhecido.

1. O conjunto X assume a seguinte forma:

X:{(l'l,ﬂjg)IxEX; $1+$2§M}

2. O ponto T = (4,3) é um ponto interior de X porque niao possui nenhum hiperplano ativo.
Assim, escolhemos a seguinte direcao arbitraria:

—1
O novo ponto procurado apresenta a seguinte estrutura:

o . 4 —1 . 4—"}/1
st Y A P CE ey

Substituindo esse valor de x nas sete restrigoes temos o seguinte:

3. Encontrando 7;:

Restricio 1 3(4—m) —(3+2m) =2 =y =1
Restricio 2 —(4—71)+B4+2m)=2 =y =1
Restricaio 3 —(4—71) +2(3+2%) =8 =y = g
Restrigao 4 B4+2m)=2 =y = —% Nao interessa
Restricao 5 4d—m)=0 =y =4
Restricao 6 B4+21)=0 =y = —% Nao interessa

Restricago 7 4d—m)+@B+2n) =M =—=m=M-7 E muito grande
Assim, o maximo ~; permitido é 7; = 1.

4. O seguinte ponto:

i/_i — - 4_71 . 3
T =THmd= [3—#271 ] = l5]

apresenta um hiperplano ativo (o hiperplano da segunda restrigao).
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5. O ponto:

apresenta um hiperplano ativo.

2. Encontramos a direcao d usando a relagao:

GdzOzé[—ll_[?]:0:$—%+@=0
- 2

di =dy = d = [ d ] = 1 ] foi escolhido qualquer d;

3. Encontrando 7;:

O novo ponto procurado apresenta a seguinte estrutura:

- . 3 1 . 3—|-’Y1
cerenie 3] [t 225

Substituindo esse valor de x nas sete restri¢oes temos o seguinte:

Restricago 1 33 +7)—5+m)=2 =y =-1 Nao interessa
Restricao 2 —B3+7)+ b +m)=2 =71 =0 Estd ativa
Restricao 3 —(3+7)+20+m)=8 =y =1

Restrigao 4 BG+m)=2 =y =-3 Nao interessa
Restricao 5 B+m)=0 =y =-3 Nao interessa
Restricao 6 B5+7)=0 = v =-5 Nao interessa

Restricao 7 3+ %)+ (G+m)=M =y =3M -7 E muito grande
Assim, o maximo ~; permitido é 7; = 1.

4. O seguinte ponto:

o [3+7, ] 4
R aT

apresenta dois hiperplanos ativos (os hiperplanos da segunda e da terceira restrigao).

[

apresenta dois hiperplanos ativos e, portanto, representa um ponto extremo de X.

5. O ponto:

A Figura 2.15 mostra a representagao grafica do exemplo resolvido. O Leitor esta convidado
a repetir a solugao do exemplo anterior seguindo a seguinte estratégia: (1) a partir do ponto
(4, 3), mas escolhendo uma dire¢ao inicial (0,1) e, (2) a partir do ponto (6,5).
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Figura 2.15: Encontrando um ponto extremo a partir de um ponto interior.
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2.4.8. Funcoes Convexas e Concavas

As propriedades das funcoes convexas nao sao fundamentais na teoria de programacao linear.
Entretanto, esses conceitos sao fundamentais na teoria de programacao nao linear. Em progra-
macao linear a funcao objetivo é linear e cada restricao pode ser representada como uma funcao
linear e, portanto, nesse contexto as propriedades das func¢oes convexas ou concavas se tornam
pouco relevantes.

Uma fungao f(.) no ponto = = (z1, xe,x3, ..., T,) é convexa se é verdadeira a seguinte relagao
para dois pontos genéricos x; e xs:

JIA x4+ (1= X)) <A flxr) + (1= N)f(z2) VAelo,1] (2.22)
Assim, o valor da fungao f(.) no ponto z = A 21 + (1 — A)zy que é uma combinagdo convexa
de dois pontos z; e x2 é menor ou igual que a combinacao convexa entre f(zy) e f(x2).

Quando f(.) é uma fun¢ao de uma tnica variavel x entao pode ser demonstrado que A\ f(x1)+
(1—=X)f(x2); VA € [0, 1] corresponde aos pontos de uma corda que une f(z1) e f(xg). Assim, em
uma fungao convexa, a corda tem uma altura maior ou igual ao valor de f(z) (se encontra sempre

acima de f(z)).

Uma fungao f(.) é concava se e somente se —f(x) é convexa. Neste caso, é vilida a seguinte
relacao:

fxer+ (=N 2 A fz) + (L= A)f(z2)  VAe[0,]] (2.23)

para dois pontos genéricos x; e xs.

Existem vérias formas para demonstrar se uma fungao f(.) é convexa. Entre as principais
podem ser citadas as seguintes:

1. Usando a defini¢ao apresentada em (2.22). Assim, deve-se escolher dois pontos genéricos
e ro e demonstrar que a relagao (2.22) é verdadeira.

2. Demonstrando que o epigrafe de f(z) é um conjunto convexo.

3. Demonstrando que o Hessiano de f(x), H(z), é uma matriz semi-definida positiva.

Finalmente, deve-se observar que todas as fungoes existentes em programacao linear sao lineares
e, pode-se demonstrar facilmente que uma funcao linear é convexa e concava ao mesmo tempo.
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